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11.1 LU'Hospital szabaly

L’Hospital'®-szabaly.
Legyen —o0 < a < b < 400, f,g:la, bl — R, és legyen a < xy < b. Ha f
és g differencidalhato Ja, bl \ {xq}-on, ¢'(x) # 0 minden x € |a,b[-re és
(1) lim f(zr) = 0 = lim g(x) vagy lim f(zr) = +oo = lim g(x),
T—20 r—x0 r—1TQ

r—T0
valamant

" s
(2) létezik lim ()
Tr—aQ gf(:l.:)

akkor lim 1) = A.

r—wo g(r)

—

= A véges vaqy végtelen hatarértek,




11.1 LU'Hospital szabaly

A L'Hospital szabaly a 0/0 vagy a oo/ alaku
hatarértekek meghatarozasara hasznalhato, de

megfelelo  helyettesitéssel mas  alaku
fuggvények hataréertekenek meghatarozasara
IS alkalmas: 1) 0-o

2.) o0o—o0

3) 0°

4) o’



11.2 Magasabbrendu derivaltak

Definicié. Legyven H C R, f: H — R differencialhato, és tegyiik fel, hogy
az - H — R derivéltfiiggvény differencidlhaté az xg € H pontban. Ekkor
azt mondjuk, hogy az f kétszer differencialhaté zg-ban, és az f masodik
derivaltja az xo € H-ban f"(xq) = (f'(x0))’.

Ha az f a H minden pontjaban kétszer differencialhato, akkor f-et kétszer
differencialhaté fuggvénynek nevezzik, és f”: H — R fliggvény az f maso-
dik derivaltfiigegvénye.

Megjegyzés. A magasabbrendii derivaltakat az alabbi rekurziéval értel-
mezziik: amennyiben az f): H — R n-edik derivaltfiigevény létezik és
differencialhaté xo-ban, akkor fU D (xg) = (£ (x0)) az f fiiggvény xo-
beli (n+1)-edik derivaltja. Ha az f fliggvény a H halmaz minden pontjaban
(n + 1)-szer differencialhaté, akkor f (n + 1)-szer differencialhato fiigevény.



11.3 FUggveny monotonitasanak vizsgalata

Tétel. Legyen H C R, f: H — R, |a,b] C H, f differencidalhato |a, b[-n.

(1) f monoton né |a,b|-n < f'(x) >0 minden = € |a, b|-re,

(2) f monoton csokken la,bl-n < f'(x) <0 minden x € |a,b[-re,

(3) f szigordan monoton nd la,b[-n, ha f'(z) > 0 Vo € |a,b[-re, és
nincs olyan |, d[ C la, b| (részintervallum), melyre f'(x) = 0 minden
x € e, d|-re,

(4) f szigorian monoton csokken azla,bl-n, ha f'(x) <0,V € |a, b|-re,
¢s nincs olyan |e,d| C la,b[, melyre f'(x) =0 manden x € e, d|-re,

(5) [ konstans |a,b[-n <= ha f'(x) =0 minden x € |a, b|-re.



11.4 Flggveny szélsoertékének és derivaltjanak

kapcsolata

Tétel. Legyen H C R, f: H — R differencialhato figguény. Ha f'(xg) =0

és ' az xg-ban elojelet valt, akkor az xo az [ figguény szélsdértékhelye.

Meqgjeqyzés. Ha az f' eldjele pozitivbol negativba valt az xg-ban, akkor xq
maximum hely, ha az ' el6jele negativbél pozitivba valt az xg-ban, akkor
ro minimum hely.
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11.4 Flggveny szélsoertékének és derivaltjanak

kapcsolata

Az ]a;b[ intervallumban differenciadlhatd AXx)
fuggvenynek az intervallum X, pontjaban csak
akkor lehet lokalis szélsoertéke, ha  F'(Xx,)=
0. Ez a szélsoertek létezésének szilkséges
feltetele.

Ha emellett az x, pont kornyezetében a
derivalt még elbjelet is valt, akkor az AXx)
flggvénynek az x, pont kérnyezeteben lokalis
szelsoertéke van.



11.4 Flggveny szélsoertékének és derivaltjanak

kapcsolata

A derivalt elojelvaltasanak modjabol  a
szelsoertek jellegére is kovetkeztethetlink.
X |[Xx<X, X = X, X > X,
f(x) + 0 -
f(x) | 7 |lokdlis max.|
X |X<X, X = X, X > X,
f(x) - 0 +
f(x) | > |lokdlis min. | .~




11.5 Flggvény alaki tulajdonsagal és a derivalt

kapcsolata

Tétel. Legyen H C R, f:H — R, |a,b] C H, [ kétszer differencialhato
|a, b-n.

(1) f konvex |a,bl-n <= f"(x) >0 minden = € |a, b[-re,
(2) f konkdv]a,bl-n <— f"(x) <0 minden x € ]a,b[-re.



11.6 Fuggvény inflexios pontja es a derivalt

kapcsolata

Tétel. Leqyen H C R, f: H — R kétszer differencialhato fugguény. Ha
" (xg) =0 és f" az xg-ban eldjelet valt, akkor az xo pontban az [ fligguény-
nek inflexios pontja van.

X X < X, X = X, X > X,
f(x) + 0 -
f(x) konvex inflexids pont konkav

X X < X, X = X, X > X,
f(x) - 0 +
f(x) konkav inflexids pont konvex




11.6 Fuggvény inflexios pontja es a derivalt

kapcsolata

Inflexids pont, ahol a fiUggveny
konvexitasa megvaltozik

Ha az f(x) flUggvény az
]a;b| iIntervallumban
kétszer differencialhato,
es

f’(x) = 0, akkor az f(x)
figgveny konvex,

ha f’(x ) £ 0, akkor az
f(x) fuggvény konkav.




11.6 Fuggvény inflexios pontja es a derivalt

kapcsolata

Ha az f (x) fuggvény az ]a;b[ intervallum X,
pontjaban  kétszer  differencialhatdo, és
f"(X, )= 0, valamint a masodik derivalt
el6jelet valt, akkor az £ (x) fuggvénynek az x,
nelyen inflexids pontja van.

Ha az 7 (x) fuggveny az ]a;b[ intervallum x,
pontjaban haromszor differenciadlhatd, és
f(x,) # 0, akkor az f (x) fliggvenynek az X,
helyen inflexios pontja van.




Tétel. Leqyen H C R, f: H — R (n + 1)-szer differencialhato figguény.
Ha xy a H belso pontja ugy, hogy

flzo) = f"(x0)=...= f(x) =0,

1) ha n pdaros, akkor xq winflexios pont,

de f U (20) # 0, akkor
(
(

2) ha n pdratlan, akkor xo szélséértékhely, és ha ) (xg) > 0, akkor
xo minimumhely, ha 7Y (20) < 0, akkor xo mazimumhely.



Tétel. Legyen H CR, [ H — R, |la,b| C H és f differenciilhato a, b[-n.
(1) f konvex |a,bl-n <= f" monoton no |a, b|-n,
(2) f konkav]a,bl-n <= f" monoton csokken |a,b|-n.



Koszonom a figyelmet!
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