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Abréazoljuk az 7 (x) = 1/x fuggvényt!

flggveny hatarértéke véges x, helyen
(X,-ban a figgveny értelmezve van)




fuggveny hatarértéke véges x, helyen
(X,-ban a figgveny nincs éertelmezve)




fuggvény hatarértéke £ co-ben



Bevezeto gondolatok

e A szamegyenesen barmely x, ponthoz meg

tudunk adni  hozza konvergalo, valos
szamokbdl allo sorozatot. Az X, lehet egy
fiuggveny értelmezesi tartomanyanak eleme is.
Tekintsuk az 7 (x) = 2x+1 fuggvényt. Az x,=3
pontjahoz adjunk meg olyan sorozatokat,
melyek a 3-hoz konvergalnak!

Barmely szamhoz vegtelen sok, hozza
konvergalo sorozat adhato meg,

legegyszertubben ugy, hogy az illetd szamhoz
egy nullsorozatot adunk.



Bevezeto gondolatok

Ha a fliggveny az x, kornyezetében mindenhol

ertelmezve van, akkor az x,-hoz tarto (x,)
sorozat egyes ertekeihez tartozo

fiuggvényertekek is sorozatot alkotnak.

f(xX) =2x+1; X, =3; pl.: x, =3+ 1/n



X =3+ f(xn)=2xn+1=2-(3+1)+1




X =3+- f(xn)=2xn+1:2-(3+1j+1

n - n

n X f(x,)
n=1 [x;,=3+1/1=4 f(4)=24+1=9




X, =3+- f(xn)=2xn+1=2-(3+1j+1
n

\ 7 SN— e
Y g

n X f(x,)
n=1 X1=3+1/1:4 f(4)=24+1=9
n=2 [x,=3+1/2=7/2 [f(7/2)=27/2+1=38




x,,=3+1 f(xn)=2xn+1=2-(3+1)+1
“ nJ ~— n _
n X, f(x,)
n=1 |[x,=3+1/1=4 |f#)=24+1=9
n=2 |x,=3+1/2=7/2 |f(7/2)=27/2+1=8
n=3 |x;=3+1/3= f(10/3) = 2-10/3 + 1 = 25/3
10/3




n X, f(x,)
n=1 [x;,=3+1/1=4 f(4)=2:4+1=9
n=2 (x,=3+1/2=7/2 |f(7/2)=27/2+1=8
n=3 |x;=3+1/3= f(10/3) =2-10/3 + 1 =25/3
10/3
n=4 §4=3+1“/2l= 1372y = 21374 + T =15/2
13/4
Xn:3+l flx)=2-x +1

n



n X, f(x,)
n=1 [x;,=3+1/1=4 f(4)=24+1=9
n=2 (x,=3+1/2=7/2 |f(7/2)=27/2+1=8
n=3 f(10/3) = 2-10/3 + 1 = 25/3
n=4 (13/4) =2-13/4 + 1=15/2

~—

fix)=2-x +1

j f(xn)=(2-(3+i)+1j



Iim(xn)zlim(3+1):3 Iimf(xn):lim(7+2j:7

n n

= lim(2x+1)=7

X—3



9.1 Fuggveny hatarertéke véges x, helyen

Az f fuggvénynek az X, helyen
hatarerteke az A, ha minden (x,) — X,
eseten (f(x,)) — A.

Feltetel, hogy a flggvény az X, kornyezeteben
értelmezve legyen.

A fuggveéeny hatarertékének jeltlése:



Megjegyzes

e A definici6ban szereplo (x,) sorozatnak
tetszblegesnek kell lennie, azaz az x,-hoz
a sorozat nemcsak jobbrdol vagy balrol
konvergalhat, hanem egyszerre mindkeét
oldalrdl is.

e Ha a bal es a jobboldali hatarertékek
megegyeznek, akkor a fluggvenynek van
hatarerteke az x, helyen.



Adjunk meg az 7 (x) = 2x+1 fuggveny esetén
az X,=3 ponthoz balrol és jobbrol konvergalo

sorozatokat!

lim 2x+1)=" lim (2x+1)="

- 7

bal oldali hatarérték jobb oldali hatarérték




Megjegyzes

lim f(x) lim f(x)

X_)XO_ X—)XO+

bal oldali hatarérték = jobb oldali hatarerték

Ha a bal és a jobboldali hatarertékek
megegyeznek, akkor a flggvenynek van
hatarértéke az x, helyen.



9.1.1 Bal- es jobboldali hatarerték

Ha az x,-hoz minden balrol konvergald (x,) sorozat
eseten (ekkor a sorozat minden tagjara: X, < X,) a
fuggvenyertékek sorozata tart A,-hez, akkor A, bal

oldali hatarerték.

lim f(x) A,

Xo—

A jobb oldali hatarérték fogalma a fentiekkel
teljesen analog.

lim f(x)=A,

Xyt0



0.1.2 Hatarértéekre vonatkozo muveletek

A hatarértékképzés muvelettarto, azaz ha
lim f(x)=A; limg(x)=8B

akkor
lim (f(x)*g(x)) :( lim f(x))i( lim g(x)) =AxB

lim (f(x)-g(x)) :( lim f(x)j-( lim g(x)) =A-B

im (£()/g0) = fim £(x) )/ lim g(x) ="

X—>X, X—>X, X—>X, B

lim(A-f(x))=A-lim f(x)=1-A; A€R



Megjegyzes

e Ha a fuggvény az x, helyen ertelmezve
van, akkor a hatarérteke megegyezik a
helyettesitesi ertékével.

 Ha a fuggveny az x, helyen nincs
ertelmezve, akkor |jobb és Dbaloldali
hataréertéeket kell szamitanunk!






9.2 Flggvény hatarertéke + vegtelenben

Legyen D c R fellilrél nem korlatos halmaz,
f. D —»R adott fliggveny tovabba x,eD olyan sorozat, amelyre:

lim x, = o0
n—o0

Ha az (Ax,)) sorozat minden ilyen tulajdonsagu (x,) sorozat
esetén konvergens és

lim f(x, )=A

X—>0

akkor azt mondjuk, hogy az £ fuggvenynek letezik a
hatarértéke a végtelenben és ez A-val egyenlo:

lim f(x)=A

X—>0



9.2 Flggvény hatarertéke - végtelenben

Legyen D < R alulrol nem korlatos halmaz,
f. D —»>R adott fuggvény tovabba x,eD olyan sorozat, amelyre:

lim x, =—o0
n—0

Ha az (Ax,)) sorozat minden ilyen tulajdonsagu (x,) sorozat
esetén konvergens és

lim f(x, )=A

X—>0

akkor azt mondjuk, hogy az £ fuggvenynek letezik a
hatarértéke a minusz végtelenben és ez A-val egyenlo:

lim f(x)=A

X—>—00



0.3 Nevezetes hatarértékek

A ,sorozat-analég” hatarértekek:

1) lim =0 (xeR,x=0)

X—>to0 X

2.) lim (1+1)X =e

X—>*o0 X

3.) |lim (1+k)x = e

X—>*to0 X
(0,ha0<a<1
4.) lima*=<1,haa=1

X—>00

o, haa>1



0.3 Nevezetes hatarértékek

X_l v 4 V 4 V4
5.) Iima =Ina (a>0¢ésaallando)
x=0 1
6.) Ilmw—l
x—>0 X
. 1—cosx
7.) lim =0
x—0 X
8) lim* =1

X—=>a X—(d4



9.4 Flggvények folytonossaga

£(x) :{X ha x#1 A folytonossag
3 ha x=1 téveszméje: a

N figgveny grafikonjat

T a ceruza

fla) =z felemelese,
athelyezése nelkdl
nem tudtam

= ~megrajzolni”!
A fuggvény
folytonossaga
pontbeli
tulajdonsag.




Az f (xX) = 1 ( x racionalis szam) flggvény
esetén, a fuggvenyertékek ,vegtelentl kozel”
vannak egymashoz, hiszen barmely racionalis
szamhoz végtelentl kozel vegtelen sok
racionalis szam van. Ugyanakkor minden
(X, 7(x)) fuggvénypont kozott , lyuk” van, mert
barmely ket racionalis szam kozott van
Irracionalis szam, tehat a definialt pontok nem
kdthetdek Ossze.



9.4 Flggvények folytonossaga

Az f fuggvény folytonos egy X, pontban,
ha egyszerre eleget tesz a kovetkezO harom
feltételnek:

ea flggvényt értelmezzik az x, pontban es
annak kornyezetében (azaz van helyettesitesi
ertek);

evan hatarerteke a flggvenynek az x,
pontban;

ea hatarértek megegyezik a helyettesitési

értékkel: lim f(x)= f(x,)



9.5 Bal- és jobboldali folytonossag

Beszélhetiink balrol illetve  jobbrol
folytonos fliggvényekrol:

Az F (x) fuggveny balrol folytonos az x,
pontban, ha ,csak” a baloldali hatarérteke
egyezik meg a helyettesitési ertékevel:

lim f{x)=7(X)

Jobboldali folytonossagnal: ~ lim f(x)= f(x,)

X—>X,+0



X,=2 helyen a flggvény
helyettesitési értéke:
f(2)=2

a bal oldali
hatarertéek: 1
a Jobb oldali
hatarértéek: 2

A fuggvény jobbraol
folytonos, balrol nem.



9.4 Flggvények folytonossaga - definiciok

e Az f  faggvéeny az értelmezesi
tartomanyanak egy  szakaszan  (egy
iIntervallumon) folytonos, ha az intervallum
minden pontjaban folytonos.

e A folytonossag miuvelettarto, azaz két
folytonos fliggvénnyel muveletet végezve
(alapmuveletek,  Osszetett-fliggvény) a
kapott uj flggvény iIs folytonos lesz
mindazokon a helyeken, ahol a mdlvelettel
az ertelmezési tartomany nem sérdl,
nem szukil,nem keletkezik szakadasa.



Szakadasi hely

Ha az 7 flggvény az ertelmezesi tartomanyanak
valamely pontjadban nem folytonos, akkor ott a
filggvenynek szakadasi helye van.

Az f fluggvénynek az x,-ban elsofaja
szakadasa van, ha itt Iétezik a jobb ées baloldali
hatarertéeke. Ha még az is teljestil,  hogy a
jobb és baloldali hatarerték megegyezik,
akkor ez a szakaddas megsziintetheto. A
filggveny szakadasi helye masodfaju, ha nem

elsofaju.



Az f(x) = 1/x fuggvénynek a

0-ban elsofaju szakadas van,
( ):—oo mert létezik a bal és a

x>0\ X jobboldali hatarértéke.




Az £ flggvénynek
az x=1 helyen
elsofaju szakadasa
van, ami
megszUlntetheto.



Adja meg az alabbi fliggvénynek a
hatarertekét az x, = 2; X,=1 pontokban es a
+oo-pen!

flx)= ﬁ"‘z



Adja meg az alabbi faggvéenynek a
hatarertekét az x, = 2 pontban!

x> —7x+10
x> —5x+6

flx)=




lim £(x) = lim .~ /X*+10 8

X—>2 xX—2 X2—5x+6

hatarozatlan alaku tort

Hatarozatlan alakunak nevezUnk egy
tortet, ha 0/0 vagy «o/oo alaku.



Ha ilyen tort hatarértékét szeretnénk kiszamolni, elso
lehetoségiink a szorzatta alakitds (ez a zérushelyek
megkeresésevel tortéenik!)

A szorzattd alakitassal rendszerint ugyanaz a
szorzotényezo jelenik meg a szamlaléban, mint a
nevezdben, és ezzel elérjik, hogy a toért egyszeritbb
alakra hozhat6é a kovetkezO nevezetes hatarérték
segitségevel:

X—d

lim——=1
X—=>a X—{d



Koszonom a figyelmet!
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