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Bevezetd gondolatok

Mind a hétkdznapi, mind a tudomanyos életben
gyakran elofordul, hogy bizonyos halmazok elemei
kozott kapcsolat figyelhetd meg. A kapcsolat
fogalmanak matematikai leirdsa a relacio.

Példak relacidkra

« A tér egyenesei és sikjai kozott a merolegesseg

A termeészetes szamok halmazaban az oszthatosag

* Rokonsagi kapcsolat

e A sertésallomany nyilvantartasa az egyed-fillszam
alapjan



3.1 Rendezett elempar

Legyen h és k két tetszOleges elem. Ha ezek
kozul az egyiket (mondjuk) a h-t elsonek, a k-t
masodiknak  kijeloljuk, akkor rendezett
elemparrol beszélink, és ezt (h,k)-val jeldljuk.

Két elempar egyenlo:

(h,k) = (I,m) & h=I és k=m



3.2 Descartes-szorzat

A flaggvénytan egyféle megalapozasanal hasznaljuk a
Descartes-szorzatot, amely szintén egy hozzarendeles.

Legyenek H és K nemiures halmazok. A H és K
halmazok Descartes-szorzatan a

HxK={(hk)|[heH keK?

rendezett elemparokbdl allo halmazt értjuk.



3.2 Példa - Descartes-szorzat

TekintstkaH={1,2}eéesK={1, 3,4}
halmazokat. Adjuk mega Hx K és K x H
Descartes-szorzatokat!



3.2 Descartes-szorzat

Legyenek adottak a H,, H,, ..., H, (n = 2)
nemures halmazok. A H,;, H,, .., H
halmazok Descartes-szorzata a

n

H XH, X ... XH,=
{ (hy,hy,...;h) |hy eH, h, e H,, oo, hy, e HL}

halmaz, ahol (h,, h,, ..., h )-t rendezett
szam n-eseknek nevezzik.



Megjegyzeés

Az R X R = R? halmazt kétdimenzids térnek
(siknak) nevezzik, az R x R X R = R3 halmazt
haromdimenzids téernek mondjuk.



Példa — Descartes szorzat, milveletek

e Legyen A = { -1, 0, 3, 4} es B = { -2, 5}.
Abrazoljuk Descartes-racson az A x B
halmazt.

e Llegyen A={1,2}ésB =41, 2, 3}. Adja
meg az (A x B) n (B x A), Illetve az (A x B) \
(B x A) halmazokat.



3.3 Relacio fogalma

A H és a K halmazok kozotti H x K Descartes-
féle szorzatanak barmely p részhalmazat a H
és a K halmazok kozotti relacionak nevezzuk.
(A H és a K sorrendje fontos!)

Jelblések:
(h,K) € p
hpk

p(hk)
p hk



3.3 Relacio ertelmezési tartomanya, értekkeszlete

A p relacio értelmezeési tartomanya azon h

(eH) elemeknek a halmaza, amelyekhez van

olyan k (eK), hogy ( h,k) € p, azaz
D,={heH[3keK:(hk)ep}cH.

A p relacio ertekkészlete azoknak a k (eK)

elemeknek a halmaza, amelyekhez van olyan

h (eH), hogy ( h,k) € p, azaz
R,={keK[dheH:(hk)ep}cK



3.3 Relacio inverze

A p relacidé inverzen azt a pt-gyel jeldlt
relaciot ertjuk, amelyet a
kovetkezoképpen definialunk:

pt={(kh)|(hk)ep}cKxH.



Példa — relacio ertelmezesi tartomanya, ertékkészlete,

Inverze

« Hatarozzuk meg az alabbi p relacio
értelmezési tartomanyat, ertékkeszletet es
iInverzet!

H={0,1,2},K={0,3,5} pcHxKeésh
p k akkor és csakis akkor, h * k = 0.



Példa — relacio ertelmezesi tartomanya, ertékkészlete,

Inverze

 Hatarozzuk meg az alabbi f relacio
értelmezési tartomanyat, ertekkeszletét és
Inverzeét!

A={-52,3,459},B={-2,1, 2, 3}
fc AXxB ésxfypontosan akkor, hax +y =
7



3.3 Osszetett relaciok, relaciok kompoziciéja

ApcHxKeéspcKxLadott relacio. A
belblik képzett osszetett relacio:

pop=
{(hl)eWxL|dkeK:(hk)ep
és (k) ep’}

H és L halmazok elemei kozotti relacio



Példa — Osszetett relaciok

Legyenek adottak a kdvetkezo halmazok.

H={-2,-1,0,1,2}, K={-1,0,1, 2}
L={0,1,?2, 3,4},

és az alabbi ket relacio:
p={(hk) e HxK||h|=k}és
p’={ (kD eKxL|k+3=I}

Adjuk meg a p’ o p 0sszetett relacio
elemeit.



3.3 Relaciok tulajdonsagai

 Reflexiv, azaz H minden elemére: h p h.

e Szimmetrikus, azaz H tetszoleges h , k
elemére: hp k = k p h.

« Antiszimmetrikus, azaz H tetszbleges h , k
eleme esetén teljesul, hpk éskph=
h =K.

 Tranzitiv, azaz H minden h, k, | elemére:
hpk éskpl=hpl

e Linearis, azaz H minden h,k elemére h p k
vagy k p h teljesul.



3.3 Nevezetes relacidk

A H halmazon definialt reflexiv, szimmetrikus
és tranzitiv relaciot ekvivalencilarelacionak
nevezzuk.

A H halmazon definialt (és az egyenlosegtol
kilonb6z0) reflexiv, antiszimmetrikus, linearis

és tranzitiv relaciét rendezéesi relacionak
nevezzuk.



3.4 Fuggveny fogalma

Legyenek X, Y nemures halmazok.

Az T < X x Y relaciot fuggvenynek

nevezzUk, ha (x,y) € f es (X,z) € f esetén
y = z (azaz ha az f relacio egyértelmi).



Példa — mely relaciok figgvények?

Dontstik el, hogy a kovetkezO relaciok
flggvenyek-e!

e X={-52,34,5 9 ésY=4-2 1,2 3}
f={(xy) e XxY [x+y=71}

« X={0,1,2}ésY={0, 3, 5}
g={(xy) e XxY |x*y=0}



Megjegyzések

X : értelmezesi tartomany Y : értékkeszlet
Ds; ET R;; EK

A hozzarendelésnek egyertekunek Kkell

lennie, vagyis egy X-beli elemhez nem

tartozhat az Y halmazban kettd, vagy tobb
elem.



Megjegyzések

Egy X-beli elemhez legfeljebb egy Y-bel
elem tartozhat. Ebben az esetben az
egyértelmd y elemet f(x)-szel jeloljik.

Mivel minden fliggvény relacio, igy a
flggveny értelmezési tartomanyanak es
ertekkeszletének definicioja megegyezik a
relacio ertelmezesi tartomanyaval és
ertekkeszletével.



Példak figgvényekre

Egy orszagban a csecsemoOhalandosag
flggvénye az  egészsequgyl  ellatas
mindségenek.

Egy orszag nemzeti dsszterméke
figgvenye a beruhazasok szintjének.

A kor terulete, figgvénye a kor sugaranak
T=m=x*r



Példak fuiggvenyekre
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Példak fuiggvenyekre

FONTOSABB ADATOK
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Jelblesek

Jeldlje az X halmaz és az Y a valds szamok egy
részhalmaza. Minden X-beli x elemhez
rendeljuk hozza az Y-bel,
y=1/(x*+1)

értéket. Akkor ezt a fuggvénykapcsolatot az
alabbiak szerint jelolhetjuk:

e f(x)=1/(x%2+1)

e X1/ (x2+1)

* y=1/(x*+1)




Tekintsik az y = = (x1/2) hozzarendelést!

Ez meghataroz egy gorbét (,,fekvo
parabola”) a koordinata rendszerben, de
lévén, hogy sériil az egyértekiseg, igy ez
nem fuggvény!




3.5 Inverz fuggvény

Az f fuggvény invertalhato, ha az f*
relacié is fuggvény. Ekkor az fl-et az f
figgveny inverz fuggvényenek nevezzuk.

:Ij'rn

graf ()
F

E ] /
yi :JF I\/‘J’]'r:jia:‘J * L ]

f

Ag fy)=x, u



Példa — fliggveny-e a relacio és ha igen, invertalhato-

e?

e TekintsikazX={-2,-1,0,1,2}ésazy
= {0, 1, 2} halmazokat. Legyen adott
f={(Xy) ¢ XXY | |X| =V} relacio. Az f
relacio fuggveény-e és invertalhato-e?

« Tekintstk az X = { 1, 2, 3, 4, 5} ées az
Y={4,5, 6, 7, 8 halmazokat. Legyen
adott g = {(X,y)eX XY | x + 1 =y}
relacio. A g relacid fliggvény invertalhato-
e?



3.5 Kolcsonosen egyertelmu leképezesek

Legyenazf: X —> Y. HaVvVyeYelemre az
f1(y) legfeljebb egy X-beli elemet tartalmaz,
akkor ez f-et kdlcsondsen egyertelmu
leképezésnek nevezzik X-rol Y-ba.

Az f kolcsondsen egyértelmu leképezése X-
nek Y-ba, ha f(x,) # f(x,), valahanyszor x, #
X, €S Xq, X, € X.

Csak a kolcsonosen  egyéertemi
lekepezéseknek van inverze!



Példa — inverz fliggvény meghatarozasa

1.) Vizsgaljuk meg, hogy az

f(x) = 2x2 -2
g(x) =-2/3*x+5

flggvénynek van-e Inverze, ha van
adjuk meg az inverz flggvényt és
abrazoljuk a fuggvenyeket!



Megjegyzések

Legyen adott az f(x) kolcsonosen egyertelmi
hozzarendelés. Az f(x) figgveény inverzéen azt az
fFi(x)fuggvényt értjik, melynek értelmezési
tartomanya az f(x) ertékkészlete, és ha f(x) az
,a’ helyen a ,b” értéket veszi fel, akkor f -1(x)
fiuggveny a ,,b” helyen ,,a” lesz.

A definiciobdl kovetkezben, ha f(x) flggvény
inverze f1(x), akkor f -1(x) fuiggvény inverze f(x),
tovabba f1(f(x)) = f(f 1(x)) = x

Ha  f(x) szigorGan monoton  novekvo
(csokkeno),akkor létezik inverze, és inverze is
szigoriian monoton novekvo (csokkend)



Megjegyzesek

fi(x) és f(x) gorbék az y = X egyenesre
vonatkozdan egymas tukorkepei

Az inverz meghatarozasanal az y=f(x)
egyenletbol kifejezziik x-et y-nal, és utana az x
és vy jeldlést felcsereljuk.



3.6 Fliggveny leszlkitése

Legyenek X, Y, Z adott nemures halmazok,
ugy hogy X < Y és legyen f : Y — Z adott
figgvény. Legyen g : X — Z olyan flggveny,
melyre f(xX) = g (X) minden Xx € X eseten.
Ekkor a g-t az f X-re vonatkozd
lesziikitésének mondjuk.



3.7 Osszetett flggvény

Adott f, g flggvények esetén a g o f

kompoziciot Osszetett flggvenynek
mondjuk.

Haf:X—>Yeéesqg:Y—> Z, akkor
h=gof:X— Zflggvény, melyre
h (x) =(go N)(X) = g(f(x)).



Példa — Osszetett fuggvenyek

Hatarozzuk meg a g o f fuggvenyt az alabbi f
és g fiuggvények esetében:

1) f:R >R, f(x) =x°eés
g : [0,+<[> R, g(x) =2 x¥/2
2) f:]0,1[> R, f(x) =1/ 2x és
g:]0,+x[>R,g(x) =1/ 2x%x°
3) f:R->R,f(x) =1-2x%6és
g:R->R,gxX) =1/ (2 + x?



Megjegyzeés

« Az f(x) kuilso fiuggvenybol és g(x) belso
fliggvéenybol allé6 F(X) = f(g(x)) figgvényt
Osszetett flggvenynek nevezzik, melynek
értelmezési tartomanya a g(x) értelmezési
tartomanyanak azon X, pontjai, amelyekre
gd(X,) hozzatartozik az f(x) ertelmezési
tartomanyahoz.

o Az f(g(x)) Osszetett fuggveny letezik, ha
Ry Ds # & €s Dyyxyy = 97H(Ry M Dy)



3.8 Halmazok szamossaga

A H és a K hamazok

szamossaguak, ha van olyan f :

invertalhato figgveny,
ertékkészlete a K halmaz.

Jeldlés: H — K (H ekvivalens K-val)

egyenlo
H > K
amelynek



3.8 Veges halmaz fogalma

Azt mondjuk, hogy a H veges halmaz, ha
vagy ures halmaz, vagy van olyan n pozitiv
egesz, hogy H ekvivalens az {1, 2, 3, ... , n}
nalmazzal. Az utobbi esetben azt mondjuk,
nogy a H halmaz n elemd, vagy azt, hogy a H
nalmaz elemeinek szama n.




3.8 Véges és vegtelen halmazok

Azt mondjuk, hogy a H halmaz vegtelen,
ha nem veges.

e A H bhalmaz megszamlalhatoan
vegtelen, ha ekvivalens a természetes
szamok halmazaval.

« Azt mondjuk, hogy a H halmaz
megszamlalhatdé, ha veges vagy
megszamlalhatoan vegtelen.



Koszonom a figyelmet!
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