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Bevezeto gondolatok

Hatarozzuk ¥
meg annak a fm=-’f‘2/
sikidomnak a
terliletét,
melyet az
fx) =
x?gorbe, az x
tengely és az
X=b egyenes
hatarol. =~ ,,,




Bevezeto gondolatok

Osszuk fel a [0,b] intervallumot n egyenlo
hosszusagu részintervallumokra s az
osztopontokat jeloljik a kdvetkezoképpen:

0= x < %1 <X < .. <Xj...< X, =0Db

ahol




Bevezeto gondolatok

A keresett terllet egy
also becslését kapjuk, ha
f(a) =2 minden i1, %]
reszintervallum, mint alap
folé  olyan  téglalapot

rajzolunk, amelynek
magassaga a
részintervallum bal
veégpontjaban felvett
fliggvenyerték:

fxi—1) = (xi51)2

~ i—1
a = Iy I o I3 R | h = In — *k b
n




Bevezeto gondolatok

A sikidomot egy n lépcsoju tortvonallal hatarolt
sokszdg tertletével kozelitjiik meg, melynek
terliletét

b ’
Xi — Xj—1 = E aIaEu

(2)2, (@)2, L ((n-l)*b)z magassaail

n n n

téglalapok teriiletéenek dsszege adja, jeloljik
s,-hel.



Bevezeto gondolatok

2 2 2
S, = 2(0)2 *2(2) +E(&) + ... +é((n _ 1)b)
n n\n n\n n n

)*(2n+1)
6

(n—1)*n*(2n—1)

12 4 22 4 oo 4 2 = 2 6

ebbol 12+ 22+ .+ (n—1)%2 =
igy




Bevezeto gondolatok

A T terllet egy felso becsléséet ugy kapjuk, hogy
minden részintervallum folé a jobb dali
fliggvenyeérteknek megfeleld magassagu
téglalapokat rajzolunk, mely tertletet jel6ljik S,,-

nel.
o (102) ()
Sp=—*1+—- |2+
6 n n

S, >T




Bevezeto gondolatok

Ha az n ertéket noveljuk, azaz a [0, b]
intervallumot mind tobb részre osztjuk, akkor

I 1 b3 , 1 , 1\ »b°
Jim sn = Jim (1= ) (2-5) =3

lim § I b 1 ! 2 ! —b3
S =i e\t 2=

Mivel, minden n értékre: s, <T<S,, igy a T
3
terlilet csak a kozos hatarérték lehet, azaz b?.



16.1 Beosztas, beosztashoz tartozd also es

felso dsszeg

egyenaza =xp <x1 <x, << x,=Db az
a, b] intervallum egy beosztasa. Jeloljik a
beosztast B-vel. A beosztas finomsagan a

6p = max;(x; — x;_1)

szamot ertjuk.



16.1 Beosztas, beosztashoz tartozd also es

felso dsszeg

Legyen az f:[a,b] > R korlatos fliggvény és a B egy
beosztasa az [a, b] intervallumnak és

m; = inf{f (x)|x € [x;_1, x;]},
M; = sup{f (x)|x € [x;_1,x;]},
Ci € [xi—l)xi]

Ekkor az f fliggvény B beosztasahoz tartozo also
0sszege az

n
s(f,B) = Z m;(x;—1,x;)
=1
B beosztasahoz tartozo felso osszege az

S(frB) — Z Mi(xi—lrxi)
=1



16.1 Beosztas, beosztashoz tartozd also es

felso dsszeg

Az f fliggvény B beosztashoz tartozo ¢; pontokhoz tarozd
integralkozelito osszege (Riemann-0sszege)

o(f,B) = ) &) * (tip,x0)
i=1

Legyen f:[a,b] —» R korlatos fliggvény és a B, B,, B, egy
beosztasa az [a, b] intervallumnak. Ekkor:
a.) minden o(f,B)-re: s(f,B) < o(f,B) < S(f,B)
b.) s(f,B,) < S(f,B,), azaz f also 6sszege felllrdl korlatos, f
felso dsszege alulrdl korlatos



16.2 Darboux-féle integral

Legyen f:[a, b] - R korlatos fiiggveny. Az
b
ff(x)dx = sup{s(f,b)|B az |a, b] beosztisa}

b
ff(x)dx = inf{S(f,b)|B az |a,b] beosztasa}

valos szamokat az f figgvény Darboux-féle also-, ill.
felso integraljanak nevezziik.



16.3 Riemann-integral

Legyen f:[a,b] > R korlatos fiiggvény. Az f
fliggvény Riemann-integralhato, ha

b b
ff(x)dx=ff(x)dx

ekkor a kozos ertéket az f fliggvény Riemann-
integraljanak nevezzik,

Jele:ff f(x)dx



Megjegyzes

e A Darboux-féle also integral nem mas,
mint az als6 0sszegek felso korlatja, a
felso integrdl pedig a felsO 0Osszegek
pontos alsd korlatja.

e A Riemann-integral nem mas, mint a
flggvénygorbe es az x tengely kozotti
elojeles terllet.



16.4 Riemann integralra vonatkozo tételek

e Az f:[a,b] » R korlatos fliggvény pontosan
akkor Riemann-integralhatd, ha a B, minden
hataron tul finomodo beosztasa (lim,,_,« §,, = 0)
esetén a o(f, B,) sorozat konvergens. Ekkor

b
| £eodx = lim 7.8,

e Minden f:[a,b] >R monoton,  korlatos
fliggvény Riemann-integralhato.

e Minden f:[a,b] >R folytonos  fliggvény
Riemann-integralhato.



16.4 Riemann integralra vonatkozo tételek

e Ha f,g:[a,bp] > R korlatos és Riemann-
integralhatd, A,pn  €R, akkor Axf+ux*g is
Riemann-integralhato és

b

b b
fk*f(x)+u*g(x)dx=7»*ff(x)dx+u*ff(x)dx

a

tovabba ekkor f*g is Riemann-integralhato fliggveny.



16.4 Riemann integralra vonatkozo tételek

e Legyen f:[a,b] >R korlatos és Riemann-
integralhatd, ¢ € [a, b]. Ekkor

ff(x)dx = —ff(x)dx
a b

ff(x)dx =0

az f Riemann-integralhatd [a,c]-n és € [c,b]-n is

es
b C b

f F(o)dx = f FO)dx + f F(x)dx

a a Cc



16.4 Riemann integralra vonatkozo tételek

e Ha f,g:[la,b] > R Riemann-integralhatd és
f(x) < g(x) minden x € [a, b] esetén

a

f F(0)dx < | o) dx

e Ha f:|la,b] > R Rlemann mtegralhato akkor |f(x)| is

Riemann-integralhato és
b

b
fGadx| < [IF@lax

:



16.5 KOzéperték-tételek

e Ha f,g:[a,b] >R Riemann-integralhato,
m,M € R olyanok, hogy m<f(x) <M és
g(x) = 0 minden x € [a, b] esetén, akkor

b a b
m * f g(x)dx < f f(x)* g(x)dx <m fg(x)dx
a b a
e Ha f,g:[a,b] R Riemann-integralhato, m M €R

olyanok, hogy m < f(x) <M és g(x) =0 minden x €
[a, b] esetén, akkor

m(b —a) < f f(x)dx < M(b — a)
b



16.6 Newton-Leibniz formula

e Ha f:[a,b] R Riemann-integralhato, és
F:[a,b] — R az f primitiv fliggvénye, akkor

| Feodx = 1FGI1E = F(b) - F@)
b



Hatarozza meg a kovetkezo integral ertéket:

2
f(Zx + 3)dx
1



16.7 Parcialis integralas szabalya

Ha f,g:[a,b] > R folytonosan differencialhato
fliggvenyek, akkor

f £« g(0)dx = [F() * gGOIE f FG) * g'(0)dx



16.8 Helyettesitéses integralas szabalya

Ha f,g:[a, b] - [c,d] folytonosan differencialhato
és g:[c, d] — R folytonos fliggveny, akkor

f(b)

b
| geodx= [ gtr@n « ' ©ar
f(a) a



16.9.1 Az integralszamitas alkalmazasai: tertletszamitas

4l

Integral:
gorbe alatti
elojeles
terulet



16.9.1 Az integralszamitas alkalmazasai: tertletszamitas

Legyen az f és g fliggvény az |[a, b] intervallumon
folytonos fliggveny, tovabba f(a)=g(a), f(b)=g(b)
és f(x) > g(x)minden x € [a,b] esetén. Ekkor a
két fll;.'lggvény altal hatarolt terilet:

r= [ f00 - gax

a
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Hatarozza meg az y=x? fuiggvény gorbe és y =
X+2 egyenes altal hatarolt tertletrészt!

Y

(1]

yl=x + 2

| L ___
¥

P ——— —mm —— —————— — — =



16.9.2 Az integralszamitas alkalmazasai: gorbe

ivhosszanak meghatarozasa

Tekintsiik az f [a, b] -n folytonos fliggvényt és vegyik az
[a, b]-nek egy beosztasat:

Aa=Xg<x1<x, <+ <Xx,=>b,

valamint, legyen P, = (x; f(x), hai=0, 1, ..., n. AP_; es P,
pontok tavolsagat jeloljuk P;,_,P; -ve. A

n
E P;_1P;
=1

O0sszeg a P, P, .., P, pontokat 0sszekdtd egyenes
szakaszokbdl allo torott-vonal hosszat jelent.




16.9.2 Az integralszamitas alkalmazasai:
ivhosszanak meghatarozasa

Ha a beosztast finomitjuk, akkor ez az 06sszeg mindig
ugyanazon a veéges hatarértékhez tart. Ezt a hatarértéket
tekintjik az f fliggvény [q, b] -hez tartozd ivhosszanak.



16.9.2 Az integralszamitas alkalmazasai: gorbe

ivhosszanak meghatarozasa

Ha az f [a, b] -n differencialhato, valamint f’ folytonos azon
az intervallumon, akkor az f fiiggvény |[a, b]-hez tarozo
ivhossza:

b
s = [ JA+ 77 ax



16.9.4 Az integralszamitas alkalmazasai:

térfogatszamitas

Az xy
koordinatasikb
an fekvo
valamely

_ folytonos
" gOrbét

forgassuk meg
az X tengely
korul.



16.9.4 Az integralszamitas alkalmazasai:

térfogatszamitas

Ha az f fliggvény az [a,b]-n és f(x) >0 , akkor az f
grafikonjanak az x-tengely korili megforgatasaval keletkezo
forgastest térfogata:

b
V= 7tf(f(x))2 dx



Koszonom a figyelmet!
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