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GYAKORISAG, RELATIV GYAKORISAG

Tegyuk fel, hogy egy A eseménnyel kapcsolatos
kisérletet n-szer elvégzunk, és ebbdl az A esemeény

k-szor kovetkezett be.

Ekkor a k szamot az A esemény gyakorisaganak,
a k/n hdnyadost az A esemény relativ

gyakorisaganak nevezzUk.



PELDA

Osszes dobas Fejek szdma Relativ
(n) (k) gyakorisag (k/n)
10 5 0,5
30 16 0,5333
50 23 0,46
60 28 0,4666
/0 33 0,471
30 41 0,5125
90 45 0,5
100 51 0,51
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Megfigyelhetd, hogy sok kisérletsorozat esetén a relativ

gyakorisag altalaban kiilonb6z48, de ennek ellenére valamilyen

stabilitast mutat abban az értelemben, hogy egy
meghatarozott szamérték koril ingadozik.
Ez a szam az A esemény valdszinlsége.
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GYAKORISAG, RELATIV GYAKORISAG

Mi azonban nem ezt az utat kdvetjuk a
valdszinlség targyalasakor. Axiomatikusan
definidljuk a valdszin(iséget, és az igy kiépithetd
elméletben az ingadozasrol, stabilitasrol szolo
allitas tetelkent kimondhato.



VALOSZNUSEG DEFINICIOJA

Definicid: A P : A - R fuggvényt valdszin(iségnek
nevezzuk, ha

1.) 0<P(A) £1 minden A € A esetén,

2.) P(Q2) =1,

3.) ha A A, . .. veges, vagy megszamlalhatoan
végtelen szamu esemény, amelyek paronként
kizarjak egymast, akkor

ZP(An):P(ZAn)



VALOSZINUSEGSZAMITAS TULAJDONSAGAI

Tétel: A valdszinlség tovabbi tulajdonsagai:
1.) ha A c B, akkor P(A) < P(B),
2.) P(A%) =1 - P(A),
3.) P(D) =0,
4.) P(B-A)=P(B) - P(A-B),
5.)ha A A, ... A, teljes esemenyrendszert
alkot,
akkor
P(A;) +P(A) +...+P(A,) =1,
6.) a valoszinlseg dsszegzesi képlete:
P(A + B) = P(A) + P(B) - P(A - B).




KLASSZIKUS VALOSZINUSEGSZAMITAS

Ha az esemeénytér véges sok (n) elemi esemenybdl
all, és az elemi esemenyek valoszinlsége azonos
(1/n), akkor egy tetsz6leges A € A esemény
valdszinlségét a k/n képlet adja, ahol k az A
elballitasaban szerepld elemi események szama.
Tehat az A esemény valdszinlisége egyenld az A-ra
nézve kedvezd esetek szamanak (k) és az Gsszes
esetek szamanak (n) hanyadosaval:

P(A) = kedvezb esetek szama B k
0sszes esetek szama n




PELDA

Egy gépsor egy munkanap alatt 100 terméket gyart,
amelybdl 5 selejtes. Talalomra kiveszink 10
terméket visszateves nélkil. Mi a valoszinlsége
annak, hogy nem lesz kdztuk selejtes?

Osszes esetek szama: Hanyféleképpen tudunk 100 elembdl
kivalasztani 10 darabot?

Kedvezd esetek szama: Mind a tiz kivalasztott termék jo.
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A VALOSZINUSEG SZORZAS| SZABALYA

Rendezzuk at a felteteles valoszinliseg képletét,
ezzel megkapjuk a valoszinlségek szorzasi
szabalyat:

P(A - B)=P(A|B) - P(B).

A szabaly n esemeény szorzasara kiterjesztve is
Igaz:

P(A, - Ay-...-A)=
P(A,) - P(A|A,) - P(As]A,-A) ...« P(A |Ar. .. A ),

feltéeve, hogy P(A;-...-A ;) #0.



PELDA

Egy 30 f8s osztalyban 10 emberrel iratunk dolgozatot. Mi a
valoszinlisége, hogy a legrosszabb tanuld dolgozatot ir,
feltéve hogy a legjobb is dolgozatot ir?

Vezessuk be a kovetkezd eseményeket:

A: a legrosszabb tanuld dolgozatot ir,

és a feltetel: (zsj ﬁ
B: a legjobb tanuld dolgozatot ir. pa.5)= 8/ \2

e
PB) ol

o

P(AB) =



PELDA

100 darab tojas kézul 10 darab csira nelkdli van. Egymas
utan kiveszink kett6t A.) visszateves nélkul, B.)
visszatevessel. Mi a valoszin(sége annak, hogy elsére csira
nelkdlit, masodikra pedig csiras tojast veszunk ki?

A.) Visszatevés nélkdl

TekintsUk a kovetkezd két eseményt. A: elsére csira nélkulit
veszunk ki: B: masodikra csirasat huzunk ki.

P(A-B)=P(BA)-P(A)

_90 10
P(BA) = _
( ‘ ) 99 P(A)_



PELDA

100 darab tojas kézul 10 darab csira nelkdli van. Egymas
utan kiveszink kett6t A.) visszateves nélkul, B.)
visszatevessel. Mi a valoszin(sége annak, hogy elsére csira
nelkdlit, masodikra pedig csiras tojast veszunk ki?

A.) Visszatevéssel

TekintsUk a kovetkezd két eseményt. A: elsére csira nélkulit
veszunk ki: B: masodikra csirasat huzunk ki.

P(A-B)=P(BA)-P(A)

90
P(BIA) =~ P(A) = )
100 100



MINTAVETELEZESI ELIARASOK

Visszatevés nélkili mintavételezés: Legyen adott egy
N elem( termékhalmaz, amelyben S a selejtesek
szama. Vegyunk ki ebbdl a halmazbdl egyszerre egy
n elemd mintat. Ekkor annak a valoszinlsege, hogy
a mintaban k darab selejtes termék szerepel:

I
"




MINTAVETELEZESI ELIARASOK

Visszatevéses mintavételezés: Legyen adott egy N
elemd termékhalmaz, amelyben S a selejtesek
szama. Vegyunk ki ebbdl a halmazbdl visszatevessel
egy n elemd mintat. Ekkor annak a valoszinUsége,
hogy a mintaban k darab selejtes termek szerepel:

(Zj_sk.(lv_s)n—k i
P(A) = =( j-pk-(l—p)”‘k

N k

ahol p =S/ N az Un. selejtarany.



FELTETELES VALOSZINUSEG

A gyakorlati életben sokszor vetddik fel az a
probléma, hogy valamely véletlen kisérlet,
megfigyelés esetén egy esemény bekovetkezése
befolyasolja-e, és ha igen, akkor milyen mértékben
egy masik esemeny bekovetkezéset?

Definicid: Az A esemény B-re vonatkozd feltételes
valdszinlisége:

P(A-B)
P(B)

P(AB) =

felteve, hogy P(B) # O.



PELDA

Egy koOvetsegi fogadasra 4 magyar, 5 angol és 6 sved
diplomata hivatalos. A diplomatak egymas utan, egyenként
erkeznek. Mi a valoszinlisége, hogy els6re magyar,
masodiknak angol, harmadiknak svéd diplomata érkezik?

VezessUk be a kdvetkezd eseményeket:
A: elsGre magyar diplomata éerkezik,

B: masodjara angol diplomata érkezik,

C: harmadjara svéd diplomata erkezik.

4 5 6
15 14 13

P(A-B-C)=P(A)-P(BA)-P(C|A-B)=



ESEMENYEK FUGGETLENSEGE

El6fordulhatnak olyan esetek, amikor a feltétel
nelkuli és a feltételes valoszinlseg megegyezik
egymassal, azaz:

P(AB)=P(A)

lyenkor azt mondjuk, hogy az A esemény
oekdvetkezese  fuggetlen a B  esemeény
nekdvetkezésetdl, igy a szorzasi szabaly a kovetkezd
alakban irhato fel:

P(A-B)=P(A)-P(B)



ESEMENYEK FUGGETLENSEGE

Definicid: Az A és B események flggetlenek, ha

P(A-B)=P(A)-P(B)

Megjegyzés: Az A és B esemeények flUggetlenek, ha
egymas bekovetkezesének valoszindséget nem
befolyasoljak.



PELDA

Egy irodahazban harom legkondicionald egymastol
fuggetlenul 0,9; 0,8 s 0,7 valoszinlseggel mdkodik. Adjuk
meg a kdvetkezd események valoszin(séget:

1. mindegyik mdkodik,

2. egyik sem m(kaodik,

3. legalabb egyik makodik,

4. legalabb egy nem muakadik.

Vezessuk be a kovetkezd esemeényeket:
A: az els@ legkondicionald mikodik;

B: a masodik légkondicionalo makodik,

C: a harmadik légkondicionalo mdkodik.



PELDA

1.) Mindegyik légkondicionalé m(ikaddik
P(A-B-C)=P(A)-P(B)-P(C)=0,9-0,8-0,7=0,504

2.) Egyik sem muikodik

P(A-B-C)=P(A)-P(B)-P(C) =
=(1-0,9)-(1-0,8)-(1-0,7)=0,006

3.) Legaldbb az egyik m(ikddik
P(A+B+C)=1—-P(A+B+C)=
=1—P(A)-P(B)-P(C)=1-0,006 =0,994




PELDA

4.) Legalabb egy nem m(ikodik

P(A+B+C)=P(A-B-C)=
=1—-P(A)-P(B)-P(C)=1-0,504 =0,496



TELJES VALOSZINUSEG TETELE

Legyen B,, . . . ,B, teljes esemenyrendszer, az A
tetszbleges esemény. Ekkor

P(A)= S P(AB;)-P(B;)
=1



PELDA

Bizonyos fajta vetOmag Osszetéetelének
vizsgalatakor megallapitottak, hogy haromféele
magot tartalmaz. 95%-a ‘A’ fajtaju; 3%-a ‘B’ fajtaju
és 2%-a ‘C’ fajtaju. Annak a valoszin(seége, hogy az
‘A fajta magbol legalabb 40 szemet tartalmazo
kalasz fejlédik: 0,6. A ‘B" és ‘C° fajtakra
vonatkozoan ugyanez a valoszinlseg: 0,2 és 0,3.
Mekkora a valoszinlsege annak, hogy egy
véletlenszerlen kivalasztott magbol legalabb 40
szemet tartalmazo kalasz fejlodik?



PELDA

Vezessuk be a kdvetkezd esemenyeket:

B,: a kivalasztott mag ‘A’ fajtaju;

B,: a kivalasztott mag ‘B’ fajtaju;

B;: a kivalasztott mag ‘C’ fajtaju;

A: a kivalasztott magbodl legalabb 40 szemet tartalmazo
kalasz fejlodik

P(A) = P(A\Bl) -P(B1)+ P(A\Bz) -P(By)+ P(A‘B3) -P(B3) =
= 06-09+ 0,2 -003+ 0,3 -0,02=
= 0,069



BAYES TETELE

Legyen B, . . . B, teljes eseményrendszer, az A
tetszOleges esemeny, melyre P(A) > 0. Ekkor

P(AB;)-P(B;)
S P(AB,)-P(B,)
=1




PELDA

Egy UGzemben negy kilénbozd tipusu gep gyartja
ugyanazt a terméket. Az els6 a termelés 20
szazalekat, a masodik a 25 szazalékat, a harmadik
ugyancsak a 25 szazalékat, mig a negyedik a 30
szazalékat adja. Az els6 gep selejtszazaléka 2, a
masodiké 1,5; a harmadiké 2,5, a negyedikél.

A.) Mi a valoszinlsege annak, hogy a napi
termelésbdl talalomra kivett termék selejtes?

B.) Mi a valoszinlsege annak, hogy a kiemelt
selejtes terméket a negyedik gép gyartotta®?



PELDA

VezessUk be a kdvetkezd eseményeket:

B,: a kivalasztott terméket az elsé gep gyartotta
Kivalasztott termeket a masodik gep gyartotta
Kivalasztott termeket a harmadik gép gyartotta

,: a kivalasztott termeket a negyedik gep gyartotta
A: a kivalasztott terméeket a negyedik gép gyartotta

Ekkor

2

w
» O Q©

B
B
B

P(B,)=0,2; P(B,)=0,25 P(B,)=0,25; P(B,)=0,3

P(A|B,)=0,02; P(A|B,)=0,015; P(A|B,)=0,025;
P(A|B,) = 0,301



PELDA

A.) Mi a valoszinlisege annak, hogy a napi
termelésbdl talalomra kivett termék selejtes?

P(A)=P(AB;)-P(B;)+P(AB;)-P(By)+P(AB3)-P(B3)+P(ABy)-P(By) =

= 0,02 -0,2 + 0,015 -0,25+ 0,025 -0,25 +0,01-0,3=
= 0,017

B.) Mi a valoszinlsége annak, hogy a kiemelt
selejtes terméket a negyedik gép gyartotta®?

p(B,a) = PABa) P(Bs) _0,01:0,3
) P(A) 0,017

=0,176
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