BEVEZETES A DIFFERENCIALSZAMITASBA

1 Ellenorzo kérdések

1. Definidlja a differencia- és a differencialhanyados fogalmat és adja meg ezek
geometriai jelentését!
2. Hogyan derivaljuk az f+g fiiggvényt az Xxo pontban, ha az f és g fliggvény is
differencialhato6 xo-ban?
3. Hogyan derivaljuk az f*g fliggvényt az Xo pontban, ha az f és g fliggvény is
differencialhato xo-ban?
4. Hogyan derivaljuk az f/g fiiggvényt az xo pontban, ha az f és g fliggvény is
differencialhato xo-ban?
5. Adjameg az elemi fiiggvény derivalasi szabalyat.
6. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak ill. hamisak.
a) A differenciahanyados geometriailag két ponton atmend szelé meredeksége.
b) Ha az f fiiggvény differencialhatd az értelmezési tartomanyanak xo pontjaban,
akkor ott folytonos is.
c) Ha az f fiiggvény folytonos az értelmezési tartomanyanak xo pontjaban, akkor ott
fo differencialhato is.
2 Példak

1. Hatarozza meg az alabbi ﬁiggvények elso derivalt fliggvényét:

a) f(x) =6x’ +\/_ \/_ +log, 8- 2log, x b)g()_—f(m_x6 c) h(x) =e*-Inx
d)i(x )—M e) j(x) =sinv10x* +3x?
2 +6x+3
Megoldasok:

1 5 | 5
a) f'(x)=[6x2+3x 4 —x3+log58—2logsx] :12x+3-(—%)x $ 4021

X-In3
5
:12x—§x 12
4 X-In3
cos x - (4x® — 6)—sin x-12x° 1
b) g'(x) = : c)h'(x)=e*-Inx+e*-=
(4x3—6) X

— 25in(x® + 2x)- (3x? + 2)- (x? + 6x + 3)— 2cos(x* + 2x)- (2x+6)
(x2 +6x +3)

1
e) j'(x) = cosv10x* +3x? ~%(10x4 +3x2)_§ ~(40x3 + 6x)

d)i'(x) =
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2. Hatérozza meg az f(x) = 2x? fiiggvénynek az xo = 1 helyhez tartoz6 differenciahdnyados
figgvényét, majd vizsgaljuk meg, hogy f(x) differencialhatd-e az Xo-ban (adjuk meg az xo
= 1 helyhez tartoz6 differencidlhanyadost).

Megoldas:

f00-f (X)) 2x* -2 2(x*-1)  2(x-1)(x+1)
X=X, x-1 x-1 x-1

(1) d(x) = =2X+2, xeR\{1}
(2) A d(x) =2x + 2 fuggvénynek van véges hatarértéke az xo = 1 helyen, igy a
differencialhanyados: Iirq 2X+2=4.
3. Tekintse az f(x) = [x| fiiggvényt és vizsgaljuk az xo = 0 helyen folytonossag és a
differencialhatosag tekintetében. Mutassuk meg, hogy folytonos a fiiggvény a 0-ban, de ott
mégsem differencidlhato.

Megoldas:

A fliggvény grafikonjat a 9. dbra mutatja be. A fliggvény az értelmezési tartomanya (R)
minden helyén folytonos, igy a 0-ban is, mivel a helyettesitési érték megegyezik a
hatarértékkel (a bal és jobb oldali hatarértékeket szamitva mindkét esetben 0-t, kapunk).
A 0 helyen a differencidlhanyados:

- 1 h 0,
1) = FOO=F@ _|x]_[1 hax>
x—-0 X -1 hax<0.

Ez azt jelenti, hogy a differenciahdnyadosnak a 0 pontban nincs hatarértéke, hiszen a jobb
és bal oldali hatarérték nem egyezik meg, mivel

. . X . X . . X .
lim d(x) = lim u: lim —=1 és lim d(x)= lim u: lim —=-1.
X—0+0 x—=>0+0 X x—>0+0 X Xx—0-0 x—0-0 X x=0+0 X

Tehat a fliggvénynek a 0 helyen nem létezik a derivaltja, nem differencialhato.

3 Gyakorlo feladatok

3.1 Derivalas gyakorlasa

1. Derivalja az alabbi fiiggvényeket!

U342’ _ 2% +3x _x
Tk Y= a6 YT Ux
5% —63/x )= 2
y=—"—> — 4[ 3 3 1
X X yZ\/; \/;—T
y—L _\/;+2 X
x° y_i/;+2 1
y= 22x1 y=x4-\/; y:3x21
X — \/_ 2
=~x\5x—x
y=3x = alse-)
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3 6/x y =5e* —3e*"
YT 42 5 3 i
_ X cosx __ 2x+3
e /3/% yv=e +e e

1 —X X
=(3x+7)? y=a"+ a4

_3x\/;
YT Ux

y=e"-cosx

y=5x% +4x* —3x°
y=6
y=3x\/;—

Y. cosx

5
—+2
x

y=5-Inx+3-Inx

y=(53 +4x? +1)”

y=In(3x+4)

y=(5x — ) ‘A4x+6
4 5x

Y= 23

y=3 (3x2 +2x)2
\/2x +1

sin x
y=2-sinx—3-cosx

y=

y=e**In2x
y=5-tgx—-2-ctgx

y= 10g5(6x2 —4)
y= Jx -sinx

y=>5-sinx-cosx
y = tg(sin5x)
y=~x* —3-cos” 6x

y= sin(6)c2 —3x+ 2)

X

= sin
Y x2 -1

y =~ cossin 6x>
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3.2 Derivalt fogalma, jelentése

1. Milyen szdgben metszik az X tengelyt a kovetkezd gorbék?

X
a =

)y 1-x?
b) y=x*-1
c) y=(x-1)°

2. Legyen f(x)=4-5x+2x" —x°. Igaz-e, hogy f'(a) = f"(-a)?

2. Hatarozza meg az y=x" fiiggvény X, =3 abcisszqju pontjdhoz hizott érintd
egyenletét!

3. Adja meg az y=4x>+5 fiiggvény x,=3 abcisszaji pontjdhoz huzott érintd
egyenletét!

4. Differencialja a derivalt fogalménak felhaszndldsaval az
Q) f(x)=2x>-x+5
b) f(x)=2x>+5x* —7x—4

5. frja fel az f(x) = x> +2x* —4x —3 gorbe (— 2,5) pontjahoz tartozé érintd egyenletét!

6. Adja meg az f(x)=+/x gorbe érintdjének az egyenletét az X, =4 abcisszaju
pontban!

7. Hatirozza meg az f(x)=2x>—-2x parabola és az f(x)=1-x egyenes
metszéspontjaiban a parabolédhoz tartozo érintdk egyenletét!

8. Az f(x)=2x*-7x+3 fiiggvény képe parabola. Irja fel az x=1 abcisszaju
pontjdban az érintd egyenletét!

3.3 Osszetett fiiggvények derivalasa

1. Végezze el a kovetkezd fliggvények derivalasat!

sin X 2 3
a) f(x +x3. 5 2
) T00= (cosxj Jx

C0SX 2 1 1 ,
b) f(x)=sin(6x?—3x+2).-7smx | — = = |
(x2—5x+3)2 43

In(7X 5) —cos(5x+3)
0) f(x)_cos(Sx ) (\/_ +(x? +2))
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5x—3) ¥ .Jx® ) 2
d) f(x):ctg( o j+ 1 _((7X_8)3+(M)j'6

X
7x? 3x +5 I 3 x®—2x+5
e) f (X) - ( \/_j tg(S 3) —sm(2x2+3x—5) N In( J

X

cos(7x -9x+3)

.gcos7x
A 5/9 2 _4x+6 (3_sm(7x—8)j 5

5x2 _4x+3

-cos7/ A2
9 f(x)= 5 Y Yox2 4y 436V 4
O9x° —4x+3
=5
S5x“ —10x

2
B £ =In( —2x2)-37 + (2 +6x° +34 —cosx) sin(3x— 8) + —mOr —12)

x> +sin(3x> + 6x)

1 t 7 +6 . —Sin(4x+3)
) ) = e iy a4 BT
{6x% —4x+3 5'¢

Scos|4x% —7x+6 3 7
) S)= (2 ){(3x+4)4+2 }8ﬁ
e—x +6x_z/; x—7
2
K) f(x):LE_SVX+4\/FJ'|”(5X+5)—Ctg(SXI +25X_5) +ctg(9x° —7x* +3)
X n X

3.4 Magasabb-rendii derivaltak

1. Hatarozza meg a kovetkezo fliggvények magasabb-rendli derivaltjait!

a) y=x"—-2x+1 y(S):?
b) y=x>—-8x+2 y(4)=?
o vois -
d) y=x"-Inx y"=?
e) y=2% Y=
3
f) y=xx_1 yr=7
g) y=x'-e” y =
h) y=e"-sinx y(4):‘7

+1
2. Legyen y = il Szamitsa ki a fliggvény 6todik derivaltjat!

3. Hatarozza meg az y = x° -e* fliggvény tizedik derivaltjat! Szamitsa ki a szazadik és az
n -edik derivaltjat is!
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4. lgazolja, hogy az y=x+sin2x fliggvény kielégiti az y"+4y=4x
differencidlegyenletet!
x2 +2x+2

5 fiiggvény kielégiti az 1+(y’)2 =2yy

5. Bizonyitsa be, hogy az y=

differencidlegyenletet!
6. Legyen f(x)=(2x— l)(x2 +x+ l). Hatarozza meg az f'(—1)-etésaz f"(0)-t!



