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GAZDASAGI MATEMATIKA 1.

A kombinatorika a veges halmazokkal foglalkozik.
A veges halmazokkal kapcsolatban szamos olyan

probléma vethetd fel, amely flggetlen a halmazok
elemeitdl.

Pl.: hanyfélekéeppen lehet eqy n elemii halmazbol k
elemi reszhalmazt kivalasztani, n  targyat

hanyféleképpen lehet szetosztani k személy kbzott
stb.?



GAZDASAGI MATEMATIKA 1.

A vizsgalando problémat ket f6 téemakor koré
csoportositjuk:

1) egy halmaz elemeinek kilonb6z6 sorrendben
torténd elhelyezése;

2) egy halmaz elemeibdl kilonb6z6 moddon valé
kivalasztas.



TARTALOMIJEGYZEK

1. Permutacio
a.) Ismétlés nélkuli permutacio
b.) Ismétléses permutacio

2. Variacio
a.) Ismetlés nélkuli variacio
b.) Ismétléses variacio

3. Kombinacio
a.) Ismeétlés nélkuli kombinacio
b.) Ismétléses kombinacio

4. Mintavetelezéses eljarasok

5. Binomialis tétel



BEVEZETES

Egy mikrochipeket gyartdo futoszalag mellett negy
kiléonbdz6 munkafazisra
beosztani egy 4 f6bdl allo munkacsoport tagjait? (A

hanyféleképpen

szemelyeket jeloljuk rendre A, B, C, D-vel)

Az 1. munkafazisra

A 2. mun
A 3. mun
A4d. mun

kafazisra
kafazisra

kafazisra

4 szemely kozal va
3 személy kozul va
2 szemeély kozul va
marad 1 személy

aszt
aszt
aszt

natun
natun

natun

lehet




ABCD
ABDC
ACBD
ACDB
ADBC
ADCB

egymast
értelmezzuk)

BACD
BADC
BCAD
ACDA
BDAC
BDCA

(Szamok

Az Osszes beosztasok szama: 24

CABD
CADB
CBAD
CBDA
CDAB
CDBA

estében

1S

BEVEZETES

DABC
DACB
DBAC
DBCA
DCAB
DCBA

Az ilyen elrendezéest lexikografikus sorrendnek,
mert az egyes beosztasok ABC sorrendben kovetik
hasonloan



ISMETLES NELKULI PERMUTACIO

Definicid: Adott n kilonbozb elem. Az elemek egy
meghatarozott sorrendjet az adott n elem egy
ismétlés nélklli permutacidjanak hivjuk. Az n elem
permutacidinak szamat P _-nel jeldljuk.

Tétel: Az adott n elem ismétlés nélklli
permutacioinak a szama:

P, = nl!



MEGJEGYZES

Az n faktoridlis az els6 n termeészetes szam
szorzata:

n=1-2-3-...-(n—1)-n
0l=1



PELDA

1.irjuk fel az a, b, c elemek dsszes permutacidjat!

2.Hanyféele sorrendben lehet 4 kulonb6z6
ndvenyt (buza, arpa, rozs, kukorica) 4 egymas
utani parcellaba elvetni?



ISMETLESES PERMUTACIO

Definicio: Adott n elem, amelyek kozott r (r < n)

Kulonbozo talalhato, ezek a,, a,, . . . a,. Az a; elem
K,-Szer, az a, elem k,-szor, . . ., az a, elem k.-szer
fordul eld és k; + k, +. ..+ k =n. Az adott n elem

egy meghatarozott sorrendjét ezen elemek egy
ismétléses permutdcidjanak nevezzik. A szdba
johetd ismétléses permutaciok szamat az alabbi
szimbolummal jeloljak:

pkika ks



ISMETLESES PERMUTACIO

Tétel: Rogzitett n, r és k, k,, . . ., k. esetén az
ismeétléses permutaciok szama:

Pkl,kz,...,kr _ n!
4 kilkol... k|




PELDA

1.Hanyfelekeppen tolthetd ki egy 13 meérkdzest
tartalmazo totoszelvéeny egy oszlopa, ha 8 db 1-
es tippet, 2 darab x tippet és 3 darab 2-es tippet
akarunk elhelyezni?

2.Hanyfele sorrendben lehet 4 parcellat bevetni
oUzaval és kukoricaval, ha mindkettét 2-2
narcellaba vetjuk?




ISMETLES NELKULI VARIACIO

Definicid: Adott n kidlonbdzé elem. Ha az n elem
kozul k elemet (0 < k < n) dgy valasztunk ki, hogy
mindegyik csak egyszer kerUl sorra és a kivalasztas
sorrendje is szamit, akkor az n elem egy k-
adosztalyu ismétlés nélkili variacidjat kapjuk. Az n
elem k-adosztalyu ismeétlés nélkuli variacioinak
szamat az alabbi szimbolummal jeloljuk.

7



ISMETLES NELKULI VARIACIO

Tétel: Az n  kUlonbozé elem k-adosztalyd
variacioinak szama:

k n!

V. = (_k)l—n (n—=1)-...-(n—k+1)

Megjegyzés: Ha n=k, akkor



PELDA

1.Egy urnaban hat golyo van, sorra 1,2,3,4,5,6
szamokkal szamozva. Jol &sszerazzuk az urna
tartalmat és talalomra, egymas utan kihuzunk
néegy golyot belble anélkil, hogy a kihuzottakat
visszatennénk. A kihuzott golyok szamat a kihuzas
sorrendjeben feljegyezzik. Hanyféle sorrendben
lehet a négy golyot kihuzni?

2.0t sertésbdl hanyféleképpen vdélaszthat ki
maganak 3 ember 1-1 darabot?



ISMETLESES VARIACIO

Definicid: Adott n kidlonbdzé elem. Ha az n elem
kozul k elemet ugy valasztunk ki, hogy egy elem
tobbszdr is sorra kerulhet és a kivalasztas sorrendje
is szamit, akkor az n elem egy k-adosztalyu
ismétléses variacidjat kapjuk. Az n elem k-
adosztalyu ismétléses variacioinak szamat az alabbi
szimbolummal jeloljuk:

Vnk,l



ISMETLESES VARIACIO

Tétel: Az n kuldnb6z6 elem k-adosztalyd ismétléses
variacioinak szama:

Vnk,l _ nk



PELDA

1.Egy kockaval otszdér dobunk egymas utan. Hany
kilonbdz6 dobassorozatot kapunk, ha a dobasok
sorrendje is szamit?

2.Hanyfeleképpen télthetd ki egy tesztlap,
amelynek 10 kérdésenek mindegyikére 1,2 és x
valaszokat adhatunk?



ISMETLES NELKULI KOMBINACIO

Definicié: Adott n kilonbdzé elem. Ha az n elem
kozul k elemet (0 < k < n) ugy valasztunk ki, hogy
mindegyik csak egyszer kerul sorra és a kivalasztas
sorrendje nem szamit, akkor az n elem egy k-
adosztalyu ismétlés nélkili kombinacidjat kapjuk. Az
N elem k-adosztalyu ismeétles nelkuli
kombinacidinak szamat az alabbi szimbolummal
jelaljuk.

Cn



ISMETLES NELKULI KOMBINACIO

Tétel: Az n  kUlonboz6 elem k-adosztalyu
kombinacioinak szama:

ck :n-(n—l)-...-(n—k+1):(nj

k!/

_n alatt a k”

A szimbolumot binomialis egyutthatonak nevezzik.

k n!
CH —
Tkl (n—k)




PELDA

1.A lotton 90 szambol talalomra kihuznak otot
egymUs utan oly modon, hogy a mar kihuzottakat
nem teszik vissza az urnaba. Hany szelvéenyt
kellene ahhoz kitéltenunk, hogy biztosan legyen
ot talalatunk?

2.Adjuk meg az a,b,cd elemek 2-odosztalyu
ismétlés nelkuli kombinacidoinak a szamat!



ISMETLESES KOMBINACIO

Definicid: Adott n kidlonbdzé elem. Ha az n elem
kozul k elemet ugy valasztunk ki, hogy egy elem
tobbszdr is sorra kerulhet és a kivalasztas sorrendje
nem szamit, akkor az n elem egy k-adosztalyu
ismétléses kombindcidjat kapjuk. Az n elem k-
adosztalyu ismétléses kombinacidinak szamat az
alabbi szimbolummal jeloljuk.

cK



ISMETLESES KOMBINACIO

Tétel: Az n kilonbozb elem k-adosztalyu ismétléses
kombinacioinak szama:



PELDA

1.irjuk fel az ab,cd elemek masodosztalyl
ismetléses kombinacioit!

2.A piacon haromféle almat arulnak. 4 lada almat
szeretnénk venni, ezt hanyféle modon tehetjuk
meg?



GAZDASAGI MATEMATIKA 1.

MINTAVETELEZESES
ELJARASOK



MINTAVETELEZESES ELJARASOK

Mintavétel a sorrend figyelembe vétele nélkdl

Legyen adva egy N elemet tartalmazo halmaz,
amelyben legyes S a kitlintetett elemek szama.
Hany olyan minta képezhetd, amelyben k db
kitlntetett elem szerepel?

N

(N —S) darab, melybdl
S db (n-k) db nem

kitntetett elem kitntetett elem
valaszthato ki

Hany darab olyan minta kéepezhetd,
melyben k db kitlintetett elem szerepel



MINTAVETELEZESES ELJARASOK

Mintavétel a sorrend figyelembe vétele nélkdl

A minta elemeinek szama n, ebbdl k db kituntetett
és (n-k) db egyéb tulajdonsagu.

e A k db kitdntetett terméket S db kdzul
valaszthatjuk ki, melyet (i) féleképpen tehetjik

meg.
e Az (n-k) db nem kitlintetett terméket (N-S)

darabbol vélaszthatjuk ki, ezt (’Z:i) -

féleképpen tehetjlik meg.



MINTAVETELEZESES ELJARASOK

Mintavétel a sorrend figyelembe vétele nélkul

A kitlntetett termék barmely k elemi csoportjahoz

(]X ::) - feleképpen

tarsithatunk (n-k) hibatlan elemet, igy:
S\ (N—-S
(k) ' (n — k)

-féle mintat kapunk.



MINTAVETELEZESES ELJARASOK

Mintavétel a sorrend figyelembevételével

Legyen adva egy N elemet tartalmazo halmaz,
amelyben legyes S a kitlintetett elemek szama.
Hanyféleképpen valaszthatunk ki egy n elemd
rendezett mintat, amelyben k db kitlintetett elem
van? A termékeket egymas utan, visszatevés nélkul

valasztjuk ki.




MINTAVETELEZESES ELJARASOK

Mintavétel a sorrend figyelembevételével

e Kivalasztunk k db elemet az S kitlntetett termekbdl, ezt
(:Z) - feleképpen tehetjuk meg.

e Kivalasztunk (n-k) db elemet az (N-S) nem kitlintetett
elemet tartalmazdo mintabdl, ezt (Ix:i) - féle modon

tehetjuk meg.
e FEzért, az Osszes lehetseges elemkivalasztasok:
()G i)
k n—=k
e A kivalasztott k + (n — k) = n elemet n! — féleképpen
tehetjuk egymas mellé, igy

a rendezett mintdk szama: n! - (i) (IZ :i)



VISSZATEVESES MINTAVETEL

Legyen adva egy N elemet tartalmazo halmaz,
amelyben S a kitlntetett elemek szama.
Hanyféleképpen valaszthatd ki egy n elemet
tartalmazo rendezett minta, amelyben k db
kitdntetett termék van? A termékeket egymas utan
valasztjuk ki, de amit kivalasztottunk mindig

visszatesszik.




VISSZATEVESES MINTAVETEL

Hanyféleképpen alakulhat egy ilyen visszateveses
mintaveétel, ha csak azokat a mintakat nézzuk, ahol

e azelsd (n-k) helyen kitlntetett

e az utolso k helyen nem kitlintetett elem van.

Ekkor
e azelsd (n-k) hely mindegyikére (N-S) feleképpen
e az utolso k hely mindegyikere S-féleképpen

valaszthatunk elemet.
Ezt

(N . S)(n—k) . Sk

- felekeppen tehetjuk meg.



VISSZATEVESES MINTAVETEL

Az (n-k) hibatlan és k db kitlntetett elemnek fenntartott hely

0sszesen:
nl

(n—k.)!-k!

-felekeppen kdvetkezhet egymas utan e€s minden ilyen

elrendezésbe (N — $)(=K) . §k _féleképpen vélaszthatunk
elemet.
Osszesen tehat ennyi féle mintat kaphatunk:

n!
(n—k)!-k!
= (Z) (N — §)(n—k) . gk

(N — §)n=hk) . gk —
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BINOMIALIS TETEL



BINOMIALIS TETEL

Tétel: tetszbleges kéttagl kifejezés barmely
nemnegativ egész kitevdjli hatvanya polinomma
alakithato a kovetkezd formaban:

(a+b)" = i (:)-a”_k .b¥

k=0

aholn € Nésa,b € R.



BINOMIALIS TETEL

Allités:



PELDA

Fejtse ki binomialis tétellel a kovetkezd hatvanyt!

(xz —2y3)5



BINOMIALIS EGUTTHATOK NEHANY TULAJDONSAGA

A binomialis egyutthatokat (n = 1,2, ... értéekekre)
az un. Pascal-fele haromszogben helyezhetjik el.



BINOMIALIS EGUTTHATOK NEHANY TULAJDONSAGA

Az n ertekének megfelel8en beszélhetink nulladik,
els6 es masodik sorrol. A szimbolumok helyébe
azok konkrét értekét beirva a Pascal-haromszog:

| 1
1 2 |
1 3 3 1
1 1 G ] 1
1 i 10 10 3] 1
1 6 15 20 15 i 1



TETELEK

Barmely k, n € N, 0 <k < n esetén fennall a(z):

1.Szimmetria-tulajdonsag (adott sorban
szimmetrikusan helyezkednek el az elemek):

ol

2.0sszeg-tulajdonsdg (minden eleme a felette 1évé
két elem Osszegével egyenld):

S



TETELEK

Barmely k, n € N, 0 <k < n esetén fennall a(z):

o G o)

3.
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KOSZONOM A FIGYELMET!



