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MATEMATIKA II.

KOMBINATORIKA



A kombinatorika a véges halmazokkal foglalkozik.
A véges halmazokkal kapcsolatban számos olyan
probléma vethető fel, amely független a halmazok
elemeitől.

Pl.: hányféleképpen lehet egy n elemű halmazból k
elemű részhalmazt kiválasztani, n tárgyat
hányféleképpen lehet szétosztani k személy között
stb.?
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A vizsgálandó problémát két fő témakör köré
csoportosítjuk:

1) egy halmaz elemeinek különböző sorrendben
történő elhelyezése;

2) egy halmaz elemeiből különböző módon való
kiválasztás.
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1. Permutáció
a.) Ismétlés nélküli permutáció
b.) Ismétléses permutáció

2. Variáció
a.) Ismétlés nélküli variáció
b.) Ismétléses variáció

3. Kombináció
a.) Ismétlés nélküli kombináció
b.) Ismétléses kombináció

TARTALOMJEGYZÉK



Definíció: Adott n különböző elem. Az elemek egy
meghatározott sorrendjét az adott n elem egy
ismétlés nélküli permutációjának hívjuk. Az n elem
permutációinak számát Pn-nel jelöljük.

Tétel: Az adott n elem ismétlés nélküli
permutációinak a száma:

Pn = n!

ISMÉTLÉS NÉLKÜLI PERMUTÁCIÓ



Az n faktoriális az első n természetes szám
szorzata:
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MEGJEGYZÉS



1. Írjuk fel az a, b, c elemek összes permutációját!

2.Hányféle sorrendben lehet 4 különböző
növényt (búza, árpa, rozs, kukorica) 4 egymás
utáni parcellába elvetni?

PÉLDA



Definíció: Adott n elem, amelyek között r (r  n)
különböző található, ezek a1, a2, . . . ar. Az a1 elem
k1-szer, az a2 elem k2-ször, . . ., az ar elem kr-szer
fordul elő és k1 + k2 + . . . + kr = n. Az adott n elem
egy meghatározott sorrendjét ezen elemek egy
ismétléses permutációjának nevezzük. A szóba
jöhető ismétléses permutációk számát az alábbi
szimbólummal jelöljük:
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Tétel: Rögzített n, r és k1, k2, . . . , kr esetén az
ismétléses permutációk száma:
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1.Hányféleképpen tölthető ki egy 13 mérkőzést
tartalmazó totószelvény egy oszlopa, ha 8 db 1-
es tippet, 2 darab x tippet és 3 darab 2-es tippet
akarunk elhelyezni?

2.Hányféle sorrendben lehet 4 parcellát bevetni
búzával és kukoricával, ha mindkettőt 2-2
parcellába vetjük?
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Definíció: Adott n különböző elem. Ha az n elem
közül k elemet (0 < k  n) úgy választunk ki, hogy
mindegyik csak egyszer kerül sorra és a kiválasztás
sorrendje is számít, akkor az n elem egy k-
adosztályú ismétlés nélküli variációját kapjuk. Az n
elem k-adosztályú ismétlés nélküli variációinak
számát az alábbi szimbólummal jelöljük.
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Tétel: Az n különböző elem k-adosztályú
variációinak száma:
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Megjegyzés: Ha n=k, akkor
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1.Egy urnában hat golyó van, sorra 1,2,3,4,5,6
számokkal számozva. Jól összerázzuk az urna
tartalmát és találomra, egymás után kihúzunk
négy golyót belőle anélkül, hogy a kihúzottakat
visszatennénk. A kihúzott golyók számát a kihúzás
sorrendjében feljegyezzük. Hányféle sorrendben
lehet a négy golyót kihúzni?

2.Öt sertésből hányféleképpen választhat ki
magának 3 ember 1-1 darabot?
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Definíció: Adott n különböző elem. Ha az n elem
közül k elemet úgy választunk ki, hogy egy elem
többször is sorra kerülhet és a kiválasztás sorrendje
is számít, akkor az n elem egy k-adosztályú
ismétléses variációját kapjuk. Az n elem k-
adosztályú ismétléses variációinak számát az alábbi
szimbólummal jelöljük:
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Tétel: Az n különböző elem k-adosztályú ismétléses
variációinak száma:
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1.Egy kockával ötször dobunk egymás után. Hány
különböző dobássorozatot kapunk, ha a dobások
sorrendje is számít?

2.Hányféleképpen tölthető ki egy tesztlap,
amelynek 10 kérdésének mindegyikére 1,2 és x
válaszokat adhatunk?
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Definíció: Adott n különböző elem. Ha az n elem
közül k elemet (0 < k  n) úgy választunk ki, hogy
mindegyik csak egyszer kerül sorra és a kiválasztás
sorrendje nem számít, akkor az n elem egy k-
adosztályú ismétlés nélküli kombinációját kapjuk. Az
n elem k-adosztályú ismétlés nélküli
kombinációinak számát az alábbi szimbólummal
jelöljük.
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Tétel: Az n különböző elem k-adosztályú
kombinációinak száma:
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A szimbólumot binomiális együtthatónak nevezzük.
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ISMÉTLÉS NÉLKÜLI KOMBINÁCIÓ



1.A lottón 90 számból találomra kihúznak ötöt
egyműs után oly módon, hogy a már kihúzottakat
nem teszik vissza az urnába. Hány szelvényt
kellene ahhoz kitöltenünk, hogy biztosan legyen
öt találatunk?

2.Adjuk meg az a,b,c,d elemek 2-odosztályú
ismétlés nélküli kombinációinak a számát!
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Definíció: Adott n különböző elem. Ha az n elem
közül k elemet úgy választunk ki, hogy egy elem
többször is sorra kerülhet és a kiválasztás sorrendje
nem számít, akkor az n elem egy k-adosztályú
ismétléses kombinációját kapjuk. Az n elem k-
adosztályú ismétléses kombinációinak számát az
alábbi szimbólummal jelöljük.
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Tétel: Az n különböző elem k-adosztályú ismétléses
kombinációinak száma:
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1. Írjuk fel az a,b,c,d elemek másodosztályú
ismétléses kombinációit!

2.A piacon háromféle almát árulnak. 4 láda almát
szeretnénk venni, ezt hányféle módon tehetjük
meg?
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Tétel: tetszőleges kéttagú kifejezés bármely
nemnegatív egész kitevőjű hatványa polinommá
alakítható a következő formában:

ahol n  N és a,b  R.
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BINOMIÁLIS TÉTEL



Állítás:
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BINOMIÁLIS TÉTEL



Fejtse ki binomiális tétellel a következő hatványt!
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A binomiális együtthatókat (n = 1,2, … értékekre)
az ún. Pascal-féle háromszögben helyezhetjük el.

BINOMIÁLIS EGÜTTHATÓK NÉHÁNY TULAJDONSÁGA



Az n értékének megfelelően beszélhetünk nulladik,
első és második sorról. A szimbólumok helyébe
azok konkrét értékét beírva a Pascal-háromszög:

BINOMIÁLIS EGÜTTHATÓK NÉHÁNY TULAJDONSÁGA



Bármely k, n  N, 0  k  n esetén fennáll a(z):

1.Szimmetria-tulajdonság (adott sorban
szimmetrikusan helyezkednek el az elemek):
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2.Összeg-tulajdonság (minden eleme a felette lévő
két elem összegével egyenlő):
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Bármely k, n  N, 0  k  n esetén fennáll a(z):

3.

n

n

nnnn
2...

210



































TÉTELEK



KÖSZÖNÖM A FIGYELMET!
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