
Várható érték és szórás
összefoglalás

A várható értéket a matematikai
statisztikában használjuk. Feladata a mért
értékek populációjának jellemzését
egyetlen, azt jól közelítő értékkel leírni. Erre
szolgál a számtani közép, illetve az
alábbiakban ismertetett várható érték.
Kiszámítása lehetővé teszi a súlyozott
számtani középarányos kiszámítását és
értelmezését folytonos értékkészletű
változóknál is. Változóként angol eredetiből
származtatva az E betűvel jelöljük
(Expectation)

Adatsorok jellemzéséhez a középértékeken
(átlag, medián, módusz) kívül azt is fontos
ismerni, hogy ezekhez viszonyítva hogyan
helyezkednek el az adatok; azaz a
szóródásukat.



DISZKRÉT ELOSZLÁS FOLYTONOS ELOSZLÁS

VÁRHATÓ ÉRTÉK

SZÓRÁS

𝐸 𝜉 = 

𝑖

𝑥𝑖 ∙ 𝑝𝑖 𝐸 𝜉 =  
−∞

∞

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝐷 𝜉 = 𝐸 𝜉2 − 𝐸2(𝜉)



Nevezetes eloszlások
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Nevezetes diszkrét eloszlások



Binomiális eloszlás

Emlékezzünk a visszatevéses mintavétel
feladatára!

Egy urnában N golyó van, ebből „a” fehér „b” piros. Az
urnából n-szer húzunk visszatevéssel. Mekkora annak a
valószínűsége, hogy az n kihúzott golyó között pontosan
k db fehér van?



Binomiális eloszlás

Ekkor a ξ valószínűségi valószínűségi változó lehetséges
értékei: 0, 1, 2, … , n és a már meghatározott
valószínűségi eloszlás

ahol



Binomiális eloszlás várható értéke, szórása

A ξ binomiális eloszlás 

Várható értéke: 𝐸 𝜁 = 𝑛 ∙ 𝑝

Szórása: 𝐷 𝜁 = 𝑛 ∙ 𝑝 ∙ (1 − 𝑝)

A binomiális eloszlás paraméterei: 𝑛,𝑝



Hipergeometrikus eloszlás

Emlékezzünk a visszatevés nélküli mintavétel
feladatára!

Egy urnában N golyó van, ebből „a” fehér „b” piros. Az
urnából n-szer húzunk visszatevés nélkül. Mekkora
annak a valószínűsége, hogy az n kihúzott golyó között
pontosan k db fehér van?



Hipergeometrikus eloszlás

Jelölje a ξ valószínűségi változó azt, hogy hány fehér
golyót húzunk. Ekkor a ξ valószínűségi változó
lehetséges értékei: 0, 1, 2, …, n és a már meghatározott
valószínűségi eloszlás:



Hipergeometrikus eloszlás várható értéke, 
szórása

A ξ hipergeometrikus eloszlás 

Várható értéke:𝐸 𝜁 = 𝑛 ∙
𝑎

𝑁
= 𝑛 ∙ 𝑝

Szórása:𝐷 𝜁 = 𝑛 ∙ 𝑝 ∙ 𝑞 ∙
𝑁−𝑛

𝑛−1
ahol q = 1 − p



Poisson eloszlás

A ξ valószínűségi Posisson-eloszlású, ha 𝑘 = 0,1,2,3,4, … 
értéket 

valószínűséggel vesz fel.



Poisson eloszlás várható értéke, szórása

A ξ Poisson eloszlás 

Várható értéke:𝐸 𝜁 = 𝜆

Szórása:𝐷 𝜁 = 𝜆

Poisson eloszlás paramétere: 𝜆 > 0



Nevezetes folytonos eloszlások



Egyenletes eloszlás



Egyenletes eloszlás várható értéke és szórása 

Az egyenletes eloszlás

Várható értéke: 𝐸 𝜉 =
𝑎+𝑏

2

Szórása: 𝐷 𝜉 =
𝑏−𝑎

12



Exponenciális eloszlás

A ξ valószínűségi változó 𝜆 > 0 paraméterű exponenciális
eloszlású, ha

Sűrűségfüggvénye: 𝑓 𝑥 =
0 ℎ𝑎 𝑥 ≤ 0

𝜆 ∙ 𝑒−𝜆∙𝑥 ℎ𝑎 0 < 𝑥

Eloszlásfüggvénye:  𝐹 𝑥 =
0 ℎ𝑎 𝑥 ≤ 0

1 − 𝑒−𝜆∙𝑥 ℎ𝑎 0 < 𝑥



Exponenciális eloszlás várható értéke és 
szórása 

Az exponenciális eloszlás

Várható értéke:𝐸 𝜉 =
1

𝜆

Szórása: 𝐷 𝜉 =
1

𝜆



Honnan tudom hogy exponenciális eloszlás?

Az exponenciális eloszlást a gyakorlatban elég sokszor
használják, amikor a ξ valószínűségi változó valamely A
esemény bekövetkezéséig eltelt időtartamot jelöl és az
esemény bekövetkezésének esélye adott x hosszúságú
időintervallumon független annak kezdetétől.



Normális eloszlás

A ξ valószínűségi változó normális eloszlású, ha
sűrűségfüggvénye

ahol 𝜇, 𝜎 paraméterek,

és 𝜇 tetszőleges valós szám,

𝜎 pedig pozitív tetszőleges

valós szám.





Normális eloszlás

Azt, hogy a ξ valószínűségi változó 𝜇, 𝜎 paraméterű
normális eloszlású, így jelöljük:

Ha

akkor a ξ valószínűségi változó standard normális
eloszlású.



Standard normális eloszlás

A különböző tulajdonságú jelenségek összehasonlítását
nagyban megkönnyíti, ha az eredeti normál eloszlást
transzformáljuk, és eltüntetjük a mértékegységét. A
skálatranszformáció során két dolgot csinálunk: eltoljuk
a középértéket nullára és a szórás egységnyire
konvertáljuk. Ezt az eljárást normalizálásnak nevezzük.
Ha
akkor a ξ valószínűségi változó standard normális
eloszlású.



Normális eloszlás várható értéke és szórása

A ξ normális eloszlású valószínűségi változó

 Várható értéke:𝐸 𝜉 = 𝜇
 Szórása:𝐷 𝜉 = 𝜎



Honnan tudom, hogy normális eloszlás?

A normális eloszlással azokat a jelenségeket lehet jól
modellezni, amelyeknek a kialakulását nagyon sok,
egyenként kis súllyal szereplő tényező alakítja ki. A
nagyon sok azt jelenti, hogy gyakorlatilag nem tudjuk
számba venni őket. Az ilyen típusú jelenségek sokszor
additív tulajdonsággal rendelkeznek, ami azt jelenti,
hogy a hatások összegződnek, és ez alakítja ki a végső
értéket.



Jó jó, de
milyen eloszlás?

A diák forrása a mateking.hu



Nevezetes diszkrét eloszlások

 Hipergeometrikus eloszlás: Visszatevés nélküli mintavételezés

 Binomiális eloszlás: Visszatevéses mintavételezés

 Poisson eloszlás: A Poisson eloszlás a kis valószínűségű, vagy ritka események 
eloszlása. Poisson eloszlású a sajtóhibák száma egy újság lapjain, egy 
öntvényben előforduló buborékok száma, egy telefonközpontba beérkező 
hívások száma, adott idő alatt elbomlott radioaktív atomok száma stb.



Feladat

Ismert az összes elem, illetve
a kitüntetett elemek száma,
vagyis N, K és n, k

Csak valami %-os „izé” ismert
(a várható, az átlag, az arány,
a valószínűség stb.)

𝑃 𝜁 = 𝑘 =

𝐾
𝑘
∙
𝑁 − 𝐾
𝑛 − 𝑘
𝑁
𝑛

𝐸 𝜁 = 𝑛 ∙
𝐾

𝑁

𝐷 𝜁 = 𝑛 ∙
𝐾(𝑁 − 𝐾)(𝑁 − 𝑛)

𝑁2(𝑁 − 1)

HIPERGEOMETRIAI ELOSZLÁS BINOMIÁLIS ELOSZLÁS POISSON ELOSZLÁS

Visszatevés nélküli
mintavétel

Visszatevéses
mintavétel

𝜁 korlátos 𝜁 nem korlátos

𝑃 𝜁 = 𝑘 =
𝑛
𝑘
𝑝𝑘 1 − 𝑝 𝑛−𝑘

𝐸 𝜁 = 𝑛 ∙ 𝑝

𝐷 𝜁 = 𝑛 ∙ 𝑝 ∙ (1 − 𝑝)

𝑃 𝜁 = 𝑘 =
𝜆𝑘

𝑘!
∙ 𝑒−𝜆

𝐸 𝜁 = 𝜆

𝐷 𝜁 = 𝜆



HIPERGEOMETRIAI ELOSZLÁS BINOMIÁLIS ELOSZLÁS POISSON ELOSZLÁS

Egy úton 30 nap alatt 12 napon történt 
baleset. Ebből a 30 napból kiválasztunk 
egy hetet, mi a valószínűsége, hogy 
ezen a héten 2 balesetes nap van?

𝜉=balesetes nap 
Az összes elem N=30 nap, ebből selejtes 
a balesetes nap, K=12. A minta n=7 és 
itt k=2 balesetes napot szeretnénk.

N=30, K=12, n=7, k=2

𝑃 𝜉 = 2 =

12
2
18
5

30
7

Egy úton hetente átlag 3 balesetes nap 
van. Mi a valószínűsége, hogy egy adott 
héten 2 balesetes nap van? 

𝜉 = balesetes nap 
Egy különösen balszerencsés
héten sem lehet 7-nél több balesetes 
nap, tehát itt 𝜉 KORLÁTOS, MAX 7.

n = 7 mert 7 napot választunk
p = 3/ 7 = 0,43 balesetes nap

𝑃 𝜉 = 2 =
7
2
0,4320,575

Egy úton hetente átlag 3 baleset 
történik. Mi a valószínűsége, hogy egy 
adott héten 2 baleset van?

𝜉 =baleset
Baleset viszont lehet akármennyi, 
átlagosan 3 szokott lenni, de miért is ne 
lehetne mondjuk 1000 baleset. Vagyis 
itt 𝜉 NEM KORLÁTOS

𝐸 𝜁 = 𝜆 = 3

𝑃 𝜁 = 2 =
32

2!
∙ 𝑒−3



Nevezetes diszkrét eloszlások

 Egyenletes eloszlás
 Exponenciális eloszlás: Exponenciális eloszlásúnak tekinthetők bizonyos időtartamok.

Például gépek véletlenszerű meghibásodásáig eltelt időtartam; várakozási idő; radioaktív
atomok elbomlásáig eltelt idő. Az exponenciális eloszlás "örökifjú" tulajdonságú: ha egy
egyed bizonyos kort megért, akkor úgy tekinthető, mintha akkor született volna, nem hat
rá az öregedés.

 Normális eloszlás: A normális eloszlás a valószínűség-számításban központi szerepet
játszik. A gyakorlatban előforduló számos valószínűségi változó normális eloszlású, vagy
normális eloszlással közelíthető. Ha egy kísérlet kimenetelét nagyszámú, egymástól
kevéssé függő vagy függetlenül ható körülmény befolyásolja úgy, hogy az egyes tényezők
hatásai összeadódnak, akkor normális eloszlású valószínűségi változót kapunk.



Folytonos valószínűségi változók többnyire időt, távolságot, meg olyanokat mérnek,
hogy hány kiló, hány liter, stb. Természetükből adódóan itt nincs értelme olyat
kérdezni, hogy 𝑃(𝜉 = 𝑎)mert minden ilyen valószínűség nulla.
Csak intervallumokat van értelme kérdezni, hogy

𝑃(𝜉 ⋖ 𝑎)
𝑃 𝜉 > 𝑎
𝑃 𝑎 < 𝜉 < 𝑏

A valószínűségeket az eloszlásfüggvény vagy a sűrűségfüggvény segítségével tudjuk
kiszámolni, és többnyire mi döntjük el, hogy melyiket használjuk. Azok, akik
leküzdhetetlen vágyat éreznek az integrálás iránt, használják a sűrűségfüggvényt,
mindenki másnak az eloszlásfüggvény ajánlott, azzal ugyanis könnyebb:

• 1. lépés, hogy a valószínűséget átalakítjuk eloszlásfüggvényre,
• a 2. lépés pedig az, hogy megkeressük a konkrét eloszlásfüggvényt.



𝑃 𝜉 < 𝑎 = 𝐹 𝑎 =  
−∞

𝑎

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑃(ξ> 𝑎)= 1 − 𝐹 𝑎 =  𝑎
∞
𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑃 𝑎 < 𝜉 < 𝑏 = 𝐹 𝑏 − 𝐹(𝑎) =  
𝑎

𝑏

𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑎

𝑎

𝑎 𝑏



Egyenletes eloszlás

Paraméter: 𝑎, 𝑏

ELOSZLÁSFÜGGVÉNY SŰRŰSÉGFÜGGVÉNY VÁRHATÓ ÉRTÉK SZÓRÁS

𝐹 𝑥 =

0 ℎ𝑎 𝑥 < 0
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
ℎ𝑎 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏

1 ℎ𝑎 𝑏 < 𝑥

𝑓 𝑥 =
1

𝑏 − 𝑎
ℎ𝑎 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏

0 𝑘ü𝑙ö𝑛𝑏𝑒𝑛

𝐸 𝜉 =
𝑎 + 𝑏

2
𝐷 𝜉 =

𝑏 − 𝑎

12

Valaki egy telefonhívást vár, ami 2 és 7 óra között érkezik, minden 
időpontban ugyanolyan valószínűséggel. Mekkora a valószínűsége, 
hogy 4-ig megérkezik a hívás?



Egyenletes eloszlás

𝑥 = ℎá𝑛𝑦 ó𝑟𝑎 𝑣𝑎𝑛
a = 2 b = 7

𝑃 𝜉 < 4 = ?Mekkora a valószínűsége, hogy 4-ig megérkezik a hívás?

𝑃 𝜉 < 4 = 𝐹 4 =
4−2

5
= 0,4

F x =

0 ℎ𝑎 𝑥 < 2
𝑥 − 2

5
ℎ𝑎 2 < 𝑥 ≤ 7

1 ℎ𝑎 7 < 𝑥



Exponenciális eloszlás

ELOSZLÁSFÜGGVÉNY SŰRŰSÉGFÜGGVÉNY VÁRHATÓ ÉRTÉK SZÓRÁS

𝐹 𝑥 =
0 ℎ𝑎 𝑥 ≤ 0

1 − 𝑒−𝜆∙𝑥 ℎ𝑎 0 < 𝑥
𝑓 𝑥 =

0 ℎ𝑎 𝑥 ≤ 0

𝜆 ∙ 𝑒−𝜆∙𝑥 ℎ𝑎 0 < 𝑥
𝐸 𝜉 =

1

𝜆
𝐷 𝜉 =

1

𝜆

Egy bankba általában 12 ügyfél érkezik óránként. Mekkora
valószínűséggel telik el 10 perc úgy, hogy senki nem érkezik?



Exponenciális eloszlás

𝑥 = 𝑒𝑙𝑡𝑒𝑙𝑡 𝑖𝑑ő (𝑝𝑒𝑟𝑐𝑏𝑒𝑛)

Ha 10 percig nem jön senki, akkor a 2 ügyfél között eltelt idő 10 percnél
több: 𝑃 𝜉 > 10 =?

𝑃 𝜉 > 10 = 1 − 𝐹(10)

Várhatóan 12 ügyfél érkezik óránként, ezért az ügyfelek közt eltelt idő 

60/12=5 perc, vagyis a várható érték: 5 =
1

𝜆
, melyből 𝜆 = 0,2

𝐹 𝑥 =
0 ℎ𝑎 𝑥 ≤ 0
1 − 𝑒−0,2∙𝑥 ℎ𝑎 0 < 𝑥

→ 𝑃 𝜉 > 10 = 1 − 𝐹 10 = 1 − 1 + 𝑒−2 = 1
𝑒2
= 0,135



Normális eloszlás

ELOSZLÁSFÜGGVÉNY SŰRŰSÉGFÜGGVÉNY VÁRHATÓ ÉRTÉK SZÓRÁS

𝐹 𝑥 = 𝜙
𝑥 − 𝜇

𝜎 𝑓 𝑥 =
1

2𝜋 ∙ 𝜎
∙ 𝑒
−
𝑥−𝜇 2

2𝜎2
𝐸 𝜉 = 𝜇 𝐷 𝜉 = 𝜎

Egy bankba az ügyfelek napi száma normális eloszlású, 560 fő várható
értékkel és 40 fő szórással. (Ez azt jelenti, hogy az esetek nagy
részében az ügyfelek száma 560 fő, de előfordulhat, hogy vagy több,
vagy kevesebb. Az viszont ritka, hogy sokkal több, vagy kevesebb.

Az F nem elemi függvény, értékeit egy táblázatból olvassuk ki



Standard normális eloszlás (𝐸 𝜉 = 0;𝐷 𝜉 = 1)

ELOSZLÁSFÜGGVÉNY SŰRŰSÉGFÜGGVÉNY VÁRHATÓ ÉRTÉK SZÓRÁS

𝑡á𝑏𝑙á𝑧𝑎𝑡 𝑓𝑜𝑟𝑚á𝑗á𝑏𝑎𝑛
𝑙é𝑡𝑒𝑧ő 𝑓ü𝑔𝑔𝑣é𝑛𝑦 Φ(𝑧) 𝜑 𝑧 =

1

2𝜋 ∙ 𝜎
∙ 𝑒−
𝑧2

2
𝐸 𝜉 = 𝜇 = 0 𝐷 𝜉 = 𝜎 = 1



Standard normális eloszlás sűrűségfüggvénye, az ún. Gauss-görbe



Az első táblázat az 
eloszlásfüggvény
értékeit tartalmazza, vagyis 
azt, hogy mekkora a görbe 
alatti terület mínusz 
végtelentől „z”-ig?

Φ 𝑧 =  

−∞

𝑧

𝜑(𝑧)



Ha z = 0, akkor ez pont a fele a 
teljes területnek. Mivel a 
sűráségfüggvény görbe alatti 
területe 1, így ennek a fele 0,5.



Ha z = 0, akkor ez pont a fele a 
teljes területnek. Mivel a 
sűráségfüggvény görbe alatti 
területe 1, így ennek a fele 0,5.

Ha „z” egy picit nagyobb, mint 0, 
akkor a terület is nagyobb, mint 

0,0 0,5000

0,2   0,5793



A másik táblázat abban 
különbözik a másiktól, hogy a 
területek 0-tól kezdődnek.

A területek, így éppen 0,5-el 
kisebbek, mint a másik 
táblázatban. 





A rajzon a zöld terület: Φ 𝑧



A rajzon a zöld terület: Φ −𝑧

Ha megfigyeljük, ezek a területek 
épp a teljes területté egészítik ki 
egymást, azaz:

𝜱 𝒛 +𝜱 −𝒛 = 1



Normális eloszlás
Egy bankba az ügyfelek napi száma normális
eloszlású, 560 fő várható értékkel és 40 fő
szórással.

𝜇 = 560; 𝜎 = 40
Annak a valószínűsége, hogy egy adott napon
az ügyfelek száma 616-nál kevesebb:

𝑃 𝜉 < 616 = 𝐹 616 = Φ
616 − 𝜇

𝜎

= Φ
56

40
= Φ(1,4)

= 0,9192



A Poisson és az Exponenciális eloszlás kapcsolata



Egy benzinkúthoz óránként átlag 12 autó érkezik.

 Mekkora a valószínűsége, hogy 10 perc alatt három autó érkezik?
 Mekkora a valószínűsége, hogy két autó érkezése közt legalább 10

perc telik el?

Az első kérdés az autók számáról, míg a második az érkezésük közt eltelt
időről szól. Az autók száma diszkrét eloszlás, és mivel érkezhet bármennyi,
ezért Poisson, az eltelt idő folytonos eloszlás és történetesen exponenciális.

Mindkét eloszlás ugyanazt a történetet írja le, csak az egyik a
bekövetkezések számát vizsgálja, a másik pedig a köztük eltelt időt. Így
hát ennek a bizonyos 𝜆-nak mindkét helyen történő rejtélyes
felbukkanása sem pusztán a véletlen műve. A két 𝜆 valójában ugyanaz.



 A Poisson-eloszlás várható értéke függ a vizsgált időtartamtól,
hosszabb idő alatt többen jönnek, rövidebb idő alatt kevesebben,
mondjuk 10 perc alatt 𝜆 = 2 , de 15 perc alatt már 𝜆 = 3.

 Az exponenciális eloszlás várható értéke viszont a várhatóan eltelt idő,
ami 5 perc, és ez nem függ a vizsgált időtartamtól. Fél óra alatt
ugyanúgy átlagosan 5 percenként érkeznek az autók, mint 20 perc
alatt. Itt tehát a 𝜆 mindig ugyanannyi.

 Ha pedig a Poisson eloszlásnál éppen akkora időtartamot nézünk, ami
az exponenciális eloszlásnál az idő múlásának a mértékegysége, akkor
a két 𝜆 mindig megegyezik.


