Varhato érték és szoras
Osszefoglalas

A varhatd értéket a matematikai
statisztikdaban hasznaljuk. Feladata a mért
értékek populacidéjanak jellemzését
egyetlen, azt jol kozelité értékkel leirni. Erre
szolgal a szamtani kozép, illetve az
alabbiakban ismertetett varhaté érték.
Kiszamitasa lehet6évé teszi a sulyozott
szamtani kozéparanyos kiszamitasat és
értelmezését folytonos értékkeészletl
valtozoknal is. Valtozoként angol eredetibdl
szarmaztatva az E  betlivel jeloljuk
(Expectation)

Adatsorok jellemzéséhez a kozépértekeken
(atlag, median, modusz) kivul azt is fontos
ismerni, hogy ezekhez viszonyitva hogyan
helyezkednek el az adatok; azaz a
szorodasukat.



DISZKRET ELOSZLAS FOLYTONOS ELOSZLAS

FO =) xp E©=| faax
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D() = E(?) — E2(8)



Nevezetes eloszlasok
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Nevezetes diszkrét eloszlasok



Binomialis eloszlas
Emlékezzink a visszatevéses mintaveétel
feladatara!l

Egy urnaban N goly6 van, ebbdl ,,a” fehér , b” piros. Az
urnabol n-szer hdzunk visszatevéssel. Mekkora annak a

valoszinlisége, hogy az n kihuzott golyo k6zott pontosan
k db fehér van?



is eloszlas

Binomia

Ekkor a & valdszinliségi valoszinlségi valtozo lehetséges
értékei: 0, 1, 2, ... , n és a mar meghatarozott

valoszinUlseégi eloszlas
n _
P(e=k)= () P* q"* (=023, ..n)

ahol
p==,q=1-p



Binomialis eloszlas varhato értéke, szorasa

A & binomialis eloszlas

»Varhato értéke: E({) =n-p
=Sz6rasa: D({) = n-p- (1 —p)

A binomialis eloszlas paraméterei: n,p



Hipergeometrikus eloszlas

Emlékezziink a  visszatevés nélkuli mintaveéetel
feladatara!

Egy urnaban N goly6 van, ebbdl ,,a” fehér , b” piros. Az
urnabol n-szer hudzunk visszatevés nélkil. Mekkora

annak a valdszinlsége, hogy az n kihuzott golyo kozott
pontosan k db fehér van?



Hipergeometrikus eloszlas
Jeldlje a ¢ valdszinliségi valtozd azt, hogy hany fehér
golyot huzunk. Ekkor a €&  valdszinliségi valtozo

lehetséges értékei: 0, 1, 2, ..., n és a mar meghatarozott
valoszinUlségi eloszlas:

pee = 1y = D

(

, k = max{0,n — b}, ..., min{a, n}



Hipergeometrikus eloszlas varhato ertéke,
szOrasa

A & hipergeometrikus eloszlas

= Varhato értéke:E({) = n % =n-p

»Szérdsa:D({) = \/n-p . q -%ahol q=1—-p



Poisson eloszlas

A € valoszin(ségi Posisson-eloszlasu, ha k=0,1,2,3,4, ...
ertéket
?\‘k
N R |
P(E=1)= T €

valoszinlséggel vesz fel.



Poisson eloszlas varhato erteke, szorasa

A & Poisson eloszlas

= Varhato értéke:E({) = 4
= Szérasa:D(0) = VA

Poisson eloszlas paramétere: 4 > 0



Nevezetes folytonos eloszlasok



Egyenletes eloszlas
Legyenek a C valoszinlsegi valtozo ertekei az
la, b] intervallum tetsz8leges pontjai, amelyeket a

£ azonos valoszinlseggel vehet fel. Ekkor a ¢&
valoszinUsegi valtozo egyenletes eloszlasu, amely

sdr(segflggvenye az

1
— haa<x<bh

fx) = {baﬂ
eloszlasflggvenye:

0 hax <a
X—a
F(x)={ haa<x<h

egyebkeént

b—a
1 hab < x



Egyenletes eloszlas varhato erteke és szorasa

Az egyenletes eloszlas

=Virhato értéke: E(£) = >

=Szorasa: D(&) = %



Exponencialis eloszlas

A ¢ valdszinlségi valtozo A > 0 paraméter(i exponencialis
eloszlasu, ha

v s 7 . s O hax S O
= Sirliségfuggvénye: f(x) = {/1 e~ hg 0 < x}

0 ha x SO}

= Eloszlasfuggvénye: F(x) = {1 e™* ha0 <x



Exponencialis eloszlas varhato érteke és

szOorasa

Az exponencialis eloszlas

"\arhato értéke:E (&) = %
=Szorasa: D(&) = %



Honnan tudom hogy exponencialis eloszlas?

Az exponencialis eloszlast a gyakorlatban elég sokszor
hasznaljak, amikor a ¢ valoszinlségi valtozo valamely A
esemeény bekovetkezéséig eltelt idotartamot jelodl és az
esemeény bekovetkezésének esélye adott x hosszusagu
idéintervallumon fluggetlen annak kezdetétdl.



Normalis eloszlas

A ¢ valoszinlségi valtozd

stir(segfiggvénye

1 _(x_g—)z
f() = =€ 20

ahol u, o paraméterek,

és u tetszbleges valds szam,
o pedig pozitiv tetszbleges
valos szam.

normalis

eloszlasu,

[

Y

ha
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Normalis eloszlas

Azt, hogy a ¢ valdszinlségi valtozo u,o paraméterd
normalis eloszlasu, igy jeldljuk:

e~ N(u,02)

Ha &~N(0,1)

akkor a €& valdszinliségi valtozo standard normalis
eloszlasu.



Standard normalis eloszlas

A kilonb6z6 tulajdonsagu jelenségek 6sszehasonlitasat
nagyban megkonnyiti, ha az eredeti normal eloszlast
transzformaljuk, és eltlintetjuUk a mértékegységet. A
skalatranszformacié soran két dolgot csinalunk: eltoljuk
a kozépértéket nullara és a szoras egységnyire
konvertaljuk. Ezt az eljarast normalizalasnak nevezzuk.

Ha &~N(0,1)

akkor a ¢ valdszinliségi valtozo standard normalis
eloszlasu.



Normalis eloszlas varhato értéke és szorasa

A & normalis eloszlasu valoszinlségi valtozo

= Varhato értéke:E(&) = u
» Szérasa:D(&) = o



Honnan tudom, hogy normalis eloszlas?

A normalis eloszlassal azokat a jelenségeket lehet jol
modellezni, amelyeknek a kialakulasat nagyon sok,
egyenként kis sullyal szereplé tényezd alakitja ki. A
nagyon sok azt jelenti, hogy gyakorlatilag nem tudjuk
szamba venni 6ket. Az ilyen tipusu jelenségek sokszor
additiv tulajdonsaggal rendelkeznek, ami azt jelenti,

hogy a hatasok dsszegzddnek, és ez alakitja ki a végsé
értéket.



JO |0, de
milyen eloszlas?

A diak forrasa a mateking.hu



Nevezetes diszkret eloszlasok

" Hipergeometrikus eloszlas: Visszatevés nélkili mintavételezés
" Binomialis eloszlas: Visszatevéses mintavételezés

= Poisson eloszlas: A Poisson eloszlas a kis valdszin(iség(i, vagy ritka események
eloszlasa. Poisson eloszlasu a sajtohibak szama egy ujsag lapjain, egy
ontvényben el6forduld buborékok szama, egy telefonkdzpontba beérkez6
hivasok szama, adott id6 alatt elbomlott radioaktiv atomok szama stb.



Ismert az osszes elem, illetve
a kitlintetett elemek szama,

vagyis N, K és n, k

Visszatevés nélkulli
mintavétel

HIPERGEOMETRIAI ELOSZLAS

() ()

P({=k) = (N)
n

B K
E(()—n-ﬁ

| KWN-K)WN —n)
(&)= J"' NZ(N — 1)

Feladat

Visszatevéses
mintavétel

BINOMIALIS ELOSZLAS

P =1k) = ;) p*(1 —p)" "
E({Q)=n-p
D) =yn-p-(1-p)

¢ korlatos

Csak valami %-os ,izé” ismert
(a varhatd, az atlag, az arany,
a valdszinlség stb.)

¢ nem korlatos

POISSON ELOSZLAS

A
P(¢ =k) =7 e~
E(Q) =4
D()) =2




HIPERGEOMETRIAI ELOSZLAS BINOMIALIS ELOSZLAS POISSON ELOSZLAS

Egy uton 30 nap alatt 12 napon tortént
baleset. Ebbdl a 30 napbdl kivalasztunk
egy hetet, mi a valdszinlsége, hogy
ezen a héten 2 balesetes nap van?

¢=balesetes nap

Az 6sszes elem N=30 nap, ebbdl selejtes
a balesetes nap, K=12. A minta n=7 és
itt k=2 balesetes napot szeretnénk.

N=30, K=12, n=7, k=2

(122) (158)
(7)

P(§=2) =

Egy uton hetente atlag 3 balesetes nap
van. Mi a valdszin(isége, hogy egy adott
héten 2 balesetes nap van?

¢ = balesetes nap

Egy kilonbdsen balszerencsés

héten sem lehet 7-nél tobb balesetes
nap, tehat itt & KORLATOS, MAX 7.

n =7 mert 7 napot valasztunk
p=3/7=0,43 balesetes nap

P =2) = (Z) 0,4320,575

Egy uton hetente atlag 3 baleset
torténik. Mi a valdszinlisége, hogy egy
adott héten 2 baleset van?

¢ =baleset

Baleset viszont lehet akarmennyi,
atlagosan 3 szokott lenni, de miért is ne
lehetne mondjuk 1000 baleset. Vagyis
itt € NEM KORLATOS

E(Q)=41=3

2

3
P((ZZ):E.Q_g




Nevezetes diszkret eloszlasok

Egyenletes eloszlas

Exponencialis eloszlas: Exponencidlis eloszldsunak tekintheték bizonyos id6tartamok.
Példaul gépek véletlenszerl meghibasodasaig eltelt id6tartam; varakozasi id6; radioaktiv
atomok elbomlasaig eltelt id6. Az exponencialis eloszlas "orokifju" tulajdonsagu: ha egy
egyed bizonyos kort megért, akkor ugy tekinthetd, mintha akkor szuletett volna, nem hat
ra az oregedés.

Normalis eloszlas: A normalis eloszlas a valdszin(iség-szamitasban kézponti szerepet
jatszik. A gyakorlatban el6fordulé szamos valdszinliségi valtozo normalis eloszlasu, vagy
normalis eloszlassal kozelithet6. Ha egy kisérlet kimenetelét nagyszamu, egymastol
kevéssé fluggd vagy fuggetlenul hato korulmeény befolyasolja ugy, hogy az egyes tényez6k
hatasai 6sszeadodnak, akkor normalis eloszlasu valdszinlségi valtozét kapunk.



Folytonos valdszinlségi valtozék tobbnyire id6t, tavolsagot, meg olyanokat mérnek,
hogy hany kilo, hany liter, stb. Természetikbdl addddan itt nincs értelme olyat
kérdezni, hogy P(¢ = a) mert minden ilyen valdszinlség nulla.

Csak intervallumokat van értelme kérdezni, hogy

P(¢ < a)
P(&>a)
P(a<&<b)

A valdszinlségeket az eloszlasfiggvény vagy a s(rlsegfliggvény segitségéevel tudjuk
kiszamolni, és toébbnyire mi dontjuk el, hogy melyiket hasznaljuk. Azok, akik
lekizdhetetlen vagyat éreznek az integralas irant, hasznaljak a sdrlségfiggvényt,
mindenki masnak az eloszlasfliggvény ajanlott, azzal ugyanis kdnnyebb:
 1.lépés, hogy a valoszinliséget atalakitjuk eloszlasfiggvényre,
 a2.lépéspedig az, hogy megkeressik a konkrét eloszlasfliggvényt.



P(E < a) = F(a) = j F()dx

P&>a)=1—-F(a) = faoof(x)dx

b
Pla< &< b)=F()—F(a) =f f(x)dx

a




Egyenletes eloszlas
Valaki egy telefonhivast var, ami 2 és 7 6ra kozott érkezik, minden

id6pontban ugyanolyan valoszinlséggel. Mekkora a valoszinlisége,
hogy 4-ig megérkezik a hivas?

ELOSZLASFUGGVENY SURUSEGFUGGVENY VARHATO ERTEK SZORAS
0 hax <0 1 L <y <h E() a+b D) —a
- — a a X S e —
F(x) = a ahaa<x§b f(x)_{b—a } 2 V12
b—a 0 kiulonben
1 hab <x

Paraméter: a, b



Egyenletes eloszlas

a=2
|

X = hany O0ra van

Mekkora a valdszin(isége, hogy 4-ig megérkezik a hivas?

P(§<4)=F4)=22=04

F(x) = z ha2<x<7
1 ha7 <x




Exponencialis eloszlas

Egy bankba altalaban 12 ugyfél érkezik oranként. Mekkora
valoszinliseggel telik el 10 perc ugy, hogy senki nem érkezik?

ELOSZLASFUGGVENY SURUSEGFUGGVENY VARHATO ERTEK SZORAS
_ (0 haxSO} _{O haxSO} 1 1
o) = {1 —e ™ ha0 < x G = A-e™* ha0 <x E($) = 1 D(¢) = 1



Exponencialis eloszlas

x = eltelt ido (percben)

Ha 10 percig nem jon senki, akkor a 2 tgyfél kozott eltelt idé 10 percnél
tobb: P(¢ > 10) =?

P(¢é>10)=1-F(10)
Varhatoan 12 ugyféel érkezik éranként, ezért az tgyfelek kozt eltelt id6
60/12=5 perc, vagyis a varhato érték: 5 = %, melybdél A = 0,2

. 0 ha x <0 _ . _ . —2 1 _
F(x)_{l—e_o'z'xha0<x} SP(E>10)=1-F(10)=1-1+e2=1%=10,135



Normalis eloszlas

Egy bankba az tugyfelek napi szama normalis eloszlasu, 560 f6 varhaté
értékkel és 40 f6 szorassal. (Ez azt jelenti, hogy az esetek nagy
részében az ugyfelek szama 560 f6, de el6fordulhat, hogy vagy tobb,
vagy kevesebb. Az viszont ritka, hogy sokkal tébb, vagy kevesebb.

Y

Az F nem elemi fliggvény, értékeit egy tablazatbdl olvassuk ki

ELOSZLASFUGGVENY SURUSEGFUGGVENY VARHATO ERTEK SZORAS

X — U (x—p)? E(§) = D(§) =

F&) = ¢ (—) ) e &) =u @ =0
V21 - o



Standard normalis eloszlas (E(¢) = 0; D(¢) = 1)

ELOSZLASFUGGVENY SURUSEGFUGGVENY VARHATO ERTEK SZORAS
tablazat formajaban 1 _z? E)=u=0 D) =0c=1
létez6 fliggvény ®(z) ¢(2) = '




Standard normalis eloszlas slir(iségfliiggvénye, az un. Gauss-gorbe

2




Az elsé tablazat az
eloszlasfiggveny

értékeit tartalmazza, vagyis
azt, hogy mekkora a gorbe
alatti tertlet minusz
végtelentdl ,z”-ig?

Z

2@ = [ 0@

— 00




Ha z = 0, akkor ez pont a fele a
teljes teruletnek. Mivel a
sGirasegfliggvény gorbe alatti
tertlete 1, igy ennek a fele 0,5.




Ha z = 0, akkor ez pont a fele a
teljes teruletnek. Mivel a

0,0 0,5000
straségfuggvény gorbe alatti _—
terilete 1, igy ennek a fele 0,5. — 0,2 0,5793

/

Ha ,z” egy picit nagyobb, mint 0,/
akkor a terulet is nagyobb, mint




A masik tablazat abban
kilonbozik a masiktol, hogy a
tertletek 0-t6l kezd6dnek.

A teruletek, igy éppen 0,5-el
kisebbek, mint a masik
tablazatban.

0,0 0,5000
0,2 0,5793

0,0 0,0000
0,2 0,0793




1,4

0,0
0,2
0,4
0,6
0,8
1,0
1,2
1,4

0,0000
0,0793
0,1554
0,2257
0,2881
0,3413
0,3849
0,4192

1,6
1,8
2,0
2,2
2,4
2,6
2.8
3,0

0,4452
0,4641
0,4772
0,4861
0,4918
0,4953
0.,4974
0,4987




A rajzon a zold tertlet: ®(z)

1,4

3,0




A rajzon a zold tertlet: ®(—2)

Ha megfigyeljuk, ezek a teruletek
épp a teljes teruletté egészitik ki
egymast, azaz:

D(z)+ P(—2z)=1




Norma

IS elosz

0,0 0,5000
0,2 0,5793
0,4 0,6554
0,6 0,7257
0,8 0,7881
1,0 0,8413
1,2 0,8849
1,4 09192

2,0

0,9452
0,9641
0,9772
0,9861
0,9918
0,9953
0,9974
0,9987

—

as

0,0
0,2
0,4
0,6
0,8
1,0
2
1,4

0,0000
0,0793
0,1554
0,2257
0,2881
0,3413
0,3849
0,4192

0,4452
0,4641
0,4772
0,4861
0,4918

50,4953

0,4974
0,4987

Egy bankba az ugyfelek napi szama normalis
eloszlasu, 560 f6 varhato ertékkel és 40 f6
szorassal.

u=>560; o =40
Annak a valdszinlsége, hogy egy adott napon
az ugyfelek szama 616-nal kevesebb:

P(§ < 616) = F(616) = cb(616 _“)

0}

= P (i—s) = d(1,4)

— =0,9192



A Poisson és az Exponencialis eloszlas kapcsolata



Egy benzinkuthoz éranként atlag 12 auto érkezik.

= Mekkora a valdszinlsége, hogy 10 perc alatt harom auto érkezik?

" Mekkora a valdszinlsége, hogy két autd érkezése kozt legalabb 10
perc telik el?

Az els6 kérdés az autok szamarol, mig a masodik az érkezésuk kozt eltelt
idorél szol. Az autok szama diszkrét eloszlas, és mivel érkezhet barmennyi,
ezért Poisson, az eltelt id6 folytonos eloszlas és torténetesen exponencialis.

Mindkét eloszlas ugyanazt a torténetet irja le, csak az egyik a
bekovetkezések szamat vizsgalja, a masik pedig a kéztiik eltelt id6t. igy
hat ennek a bizonyos A-nak mindkét helyen torténd rejtélyes

felbukkanasa sem pusztan a véletlen m(ive. A két A valéjaban ugyanaz.



= A Poisson-eloszlas varhato ertéke flgg a vizsgalt idétartamtal,
hosszabb id6 alatt tobben jonnek, rovidebb idé alatt kevesebben,
mondjuk 10 perc alatt A =2, de 15 perc alatt mar A = 3.

" Az exponencialis eloszlas varhaté értéke viszont a varhatodan eltelt idg,
ami 5 perc, és ez nem fligg a vizsgalt id6étartamtol. Fél ora alatt
ugyanugy atlagosan 5 percenként érkeznek az autdok, mint 20 perc
alatt. Itt tehat a A mindig ugyanannyi.

" Ha pedig a Poisson eloszlasnal éppen akkora idétartamot néztink, ami
az exponencialis eloszlasnal az id6 mulasanak a mértékegysége, akkor
a két A mindig megegyezik.



