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Egy adott talajtípuson az átlagosnak megfelelő időjárási
viszonyok között a búza hozamát hektáronként a
felhasznált nitrogén és foszfor hatóanyag erősen
befolyásolja. A hektáronként kijuttatott hatóanyag (N) és
foszfor (P) mennyiségét 50 kg/ha-ban mérjük. Az elérhető
hozamot (H) t/ha-ban adjuk meg. A hozam és a
műtrágyák között megadható egy függvénykapcsolat.
Milyen nitrogén és foszfor mennyiség esetén lesz
maximális a hozam?
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Egy mezőgazdasági nagyüzem három tábláján különböző
növényeket termesztenek. A talajtani vizsgálatok és a
termeszteni kívánt növények tápanyagszükségletei
alapján mindhárom táblát más-más műtrágyakeverékkel
kezelik. Megállapították a kiszórt műtrágya és a
hektáronkénti terméshozam közötti összefüggéseket,
melyeket függvényekkel adtak meg. A műtrágyák milyen
mennyiségei mellett lesz a három tábla együttes hozama
maximális (ismerjük a táblák nagyságát, azt az összeget,
ami a beszerzésre rendelkezésünkre áll és a műtrágyák
egységárait ha-onként).
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1.) Ismétlés: 
• Parciális deriválás
• Deriválási szabályok

2.) Gömbkörnyezet és szélsőérték fogalma
3.) Feltétel nélküli szélsőérték számítás
4.) Feltételes szélsőérték számítás

TARTALOMJEGYZÉK



Definíció. Az f : R × R × . . . × R  R függvényt
n-változós valós értékű függvénynek
nevezzük.
Jelölése: f(x1, x2, . . . , xn).

TÖBBVÁLTOZÓS FÜGGVÉNY FOGALMA



Definíció. Az x0  Rn pont r sugarú (nyílt
gömb) környezete:

G(x0, r) = { x  Rn  |x − x0| < r }

GÖMBKÖRNYEZET FOGALMA



Definíció: Az f : D ( Rn)  R n-változós valós
függvénynek az értelmezési tartomány x0

pontjában helyi (lokális) maximuma van, ha az x0-
nak valamely G(x0, r) környezetében f(x0)  f(x)
minden x  D  G(x0, r) esetén. Globális
maximumról beszélünk, ha a fenti reláció
nemcsak x0 valamely környezetében, hanem az
egész értelmezési tartományon fennáll.

SZÉLSŐÉRTÉK FOGALMA



Definíció: Az f : D ( Rn)  R n-változós valós
függvénynek az értelmezési tartomány x0

pontjában helyi (lokális) minimuma van, ha az x0-
nak valamely G(x0, r) környezetében f(x0)  f(x)
minden x  D  G(x0, r) esetén. Globális
minimumról beszélünk, ha a fenti reláció nemcsak
x0 valamely környezetében, hanem az egész
értelmezési tartományon fennáll.

SZÉLSŐÉRTÉK FOGALMA



MATEMATIKA II.

FELTÉTEL NÉLKÜLI
SZÉLSŐÉRTÉK-SZÁMÍTÁS



Szükséges feltétel: Ha az f: D (  R2)  R 2-változós
függvénynek az (a,b)  D pontjában lokális
szélsőértékhelye van és itt léteznek az elsőrendű parciális
deriváltak, akkor ezek mindegyike nulla, azaz
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Elégséges feltétel: Ha f ’
x(a,b) = 0 és f ’

y(a,b) = 0 és az (a,b)
pontban léteznek a másodrendű parciális deriváltak és

),(),(),(),(),( yxyxxyyyxx fyxfyxfyxfyxD 

kifejezés értéke (a,b)-ben:

• pozitív, akkor f-nek (a,b)-ben helyi szélsőértékhelye van
(f ’’

xx(x,y) > 0 esetén minimum; f ’’
xx(x,y) < 0 esetén

maximum);

• negatív, akkor f-nek (a,b)-ben nincs helyi
szélsőértékhelye;

• nulla, akkor még további vizsgálat szükséges.

KÉTVÁLTOZÓS FÜGGVÉNY



Szükséges feltétel: Ha az f: D (  Rn)  R n-változós
függvénynek az a  D pontjában lokális
szélsőértékhelye van és itt léteznek az elsőrendű
parciális deriváltak, akkor ezek mindegyike nulla,
azaz

),...,2,1(0)( njaf
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Elégséges feltétel: Legyen f : D ( Rn)  R. Tegyük
fel, hogy az f függvény az aD belső pont valamely
környezetében kétszer folytonosan differenciálható.
Ha az f parciális deriváltjai az a-ban nullák, azaz:

),...,2,1(0)( njaf
jx
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és a másodrendű parciális deriváltakból képzett
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1)Dk > 0 (k = 1, . . . , n), akkor a-ban minimuma van,
2)D1 < 0, D2 > 0, D3 < 0, azaz az adott sorrendben

váltakozó előjelűek, akkor a-ban maximuma van,
3)egyéb esetekben további vizsgálatokra van

szükség.

A szélsőértéket az f(a) adja.

TÖBBVÁLTOZÓS FÜGGVÉNY



MATEMATIKA II.

FELTÉTELES 
SZÉLSŐÉRTÉK-SZÁMÍTÁS



Definíció. Legyen adva az m, n két természetes szám
(m ≤ n ϵ N), illetve a

gi : D(  Rn)  R (i = 1, 2, 3, . . . ,m)
f : D(  Rn)  R

függvények.

Legyen továbbá H = {x ϵ D gi(x) = 0; i = 1, 2, 3, . . . ,m}.
Azt mondjuk, hogy az f : D(  Rn)  R n-változós

függvénynek az a ϵ D-ben a gi(x) = 0 feltételekre
vonatkozó lokális feltételes maximuma van, ha van az a-

nak olyan r > 0 sugarú környezete, hogy az x ϵ G(a,
r) ∩ H pontokban f(x) ≤ f(a).

FELTÉTELES SZÉLSŐÉRTÉK FOGALMA



1.A globális feltételes maximum értelmezése ettől
annyiban tér el, hogy a gömbkörnyezettől el kell
tekinteni, és minden H-beli x-re meg kell
követelni a fenti egyenlőtlenséget.

2.Hasonló módon értelmezhető a lokális, illetve
globális feltételes minimum is.

MEGJEGYZÉS



A feladatunk ezúttal az, hogy úgy keressük az
f : D( Rn) → R szélsőértékhelyeit, hogy a gi(x) = 0
(i = 1, 2, 3, . . . , m) formában felírt egyenleteknek is
teljesülniük kell.

Adottaz n-változós f(x1, x2, … , xn) függvény. Ennek keressük a
szélsőértékét azzal a megszorítással, hogy az eredeti értelmezési
tartományból csak azokat a pontokat vehetjük figyelembe, amelyek
kielégítik a következő feltételeket:

g1(x1, x2, … , xn) = 0
g2(x1, x2, … , xn) = 0

gm(x1, x2, … , xn) = 0

FELTÉTELES SZÉLSŐÉRTÉK



1. Bevezetünk új változókat: 1, 2, … , m (nem mind
nulla) ún. multiplikátorokat.

2. Visszavezetjük feltétel nélküli szélsőérték feladatra,
az ún. Lagrange-féle függvény megalkotásával. A
Lagrange-függvény alakja:

L(x1, x2, … , xn, 1, 2, … , m) = 
f (x1, x2, … , xn) + 1 g1(x1, x2, … , xn) + 2 g2(x1, x2, … , xn) + 

+ … + 1 gm(x1, x2, … , xn) 

3. Ennek az (n+m) változós függvénynek kell megkeresni a
feltétel nélküli szélsőértékét.

LAGRANGE-FÉLE MULTIPLIKÁTOR



Határozzuk meg az alábbi függvény feltételes
szélsőértékhelyeit a megadott feltételekkel.
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Szükséges feltétel: Tegyük fel, hogy
1. az f, gi : D ( Rn)  R függvények folytonosan differenciálhatók,

2. az f függvénynek az a ϵ D pontban a gi(x) = 0, (i = 1, 2, . . . ,m)

feltételekre vonatkozó lokális feltételes szélsőértéke van,
3. a g′ix1(a), . . . , g′ixn (a), i = 1, 2, . . . ,m vektorok lineárisan

függetlenek.
Ekkor vannak olyan 1, 2, . . . , m ϵ R nem mind 0 skalárok (az ún.

Lagrange-féle multiplikátorok), hogy az

L(x) = f(x) + 1 g1(x) + . . . + m gm(x) = f(x) + i (i  gi (x))
(i= 1, 2, … , m)

függvény összes parciális deriváltja eltűnik az a pontban, azaz
L′xj (a) = 0 (j = 1, 2, . . . , n).

FELTÉTELES SZÉLSŐÉRTÉK- SZÜKSÉGES FELTÉTEL



Általában annak eldöntése, hogy a kapott
megoldások valóban lokális feltételes
szélsőértékhelyek-e vagy sem, nem könnyű feladat,
így ettől eltekintünk.

MEGJEGYZÉS



Határozzuk meg az f (x,y) = x + y függvény
szélsőértékhelyeit, ha x2 + y2 = 4.

A probléma szemléltetése:
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Egy mezőgazdasági nagyüzem három tábláján különböző növényeket
termesztenek. A talajtani vizsgálatok és a termeszteni kívánt növények
tápanyagszükségletei alapján mindhárom táblát más-más
műtrágyakeverékkel kezelik. Megállapították a kiszórt műtrágya és a
hektáronkénti terméshozam közötti összefüggések rendre a táblákon az
alábbi függvényekkel adhatók meg:

Ahol az x az első, y a második és z a harmadik táblára hektáronként kiszórt
műtrágya mennyiségét jelöli. A műtrágyák milyen mennyiségei mellett lesz
a három tábla együttes hozama maximális, ha a táblák rendre 300, 150 és
50 ha nagyságúak, a műtrágyák beszerzésére 3 mFt áll rendelkezésre és a
műtrágyák egységárai hektáronként: 1.400; 1.300 és 1.200 Ft.
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KÖSZÖNÖM A FIGYELMET!
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