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PELDA

Egy adott talajtipuson az atlagosnak megfelel6 id6jarasi
viszonyok kb6zott a buza hozamat hektaronkent a
felhasznalt nitrogéen eés foszfor hatoanyag erdsen
befolyasolja. A hektaronként kijuttatott hatoanyag (N) és
foszfor (P) mennyiségét 50 kg/ha-ban mérjlik. Az elérheté
hozamot (H) t/ha-ban adjuk meg. A hozam és a
mdutragyak kozott megadhato egy flggvenykapcsolat.
Milyen nitrogen ées foszfor mennyiség eseten lesz
maximalis a hozam?



PELDA

Egy mezbgazdasagi nagytizem harom tablajan kilonbozb
novenyeket termesztenek. A talajtani vizsgalatok és a
termeszteni  kivant  ndvenyek  tapanyagsziiksegletei
alapjan mindharom tablat mas-mas mdtragyakeverekkel
kezelik. Megallapitottak a kiszort mdtragya ées a
hektaronkenti termeshozam kozotti Osszefliggeseket,
melyeket fliggvényekkel adtak meg. A mdtragyak milyen
mennyisegei mellett lesz a harom tabla egylttes hozama
maximalis (ismerjiik a tablak nagysagat, azt az dsszeget,
ami a beszerzesre rendelkezésinkre all és a mdtragyak
egysegarait ha-onkent).






TARTALOMIJEGYZEK

1.) Ismeétlés:

e Parcialis derivalas

e Derivalasi szabalyok
2.) GoOmbkornyezet és szelséertek fogalma
3.) Feltétel nelkuli széls6érték szamitas
4.) Feltételes szelséertek szamitas



TOBBVALTOZOS FUGGVENY FOGALMA

Definicid. Az f: Rx R x...x R — R fliggvényt
n-valtozos  valos  ertekd  fuggvénynek
nevezzuk.

Jelolese: f(x4, X5, .. ., X,).



GOMBKORNYEZET FOGALMA

Definicié. Az x, € R" pont r sugard (nyilt
gdmb) kornyezete:
G(x, r)={x eR" ‘ |X = Xo| <r}



SZELSOERTEK FOGALMA

Definicié: Az f : D (¢ R") — R n-valtozds valds
figgvenynek az értelmezesi tartomany x,
pontjaban helyi (lokalis) maximuma van, ha az x,-
nak valamely G(x, r) kornyezetében f(x,) = f(x)
minden x € D M G(x, r) esetén. Globalis
maximumrol beszélunk, ha a fenti relacio
nemcsak x, valamely kbérnyezeteben, hanem az
egesz ertelmezeési tartomanyon fennall.



SZELSOERTEK FOGALMA

Definicié: Az f : D (¢ R") — R n-valtozds valds
figgvenynek az értelmezesi tartomany x,
pontjaban helyi (lokalis) minimuma van, ha az x,-
nak valamely G(x, r) kornyezetében f(x,) < f(x)
minden x € D M G(x, r) esetén. Globalis
minimumrol beszelink, ha a fenti relacio nemcsak
X, valamely kornyezetében, hanem az egész
értelmezési tartomanyon fennall.



MATEMATIKA 1.

FELTETEL NELKULI
SZELSOERTEK-SZAMITAS



KETVALTOZOS FUGGVENY

Sziikséges feltétel: Ha az f: D ( <« R?) — R 2-valtozds
fuggvenynek az (a,b) € D pontjaban lokalis
szelsGértékhelye van és itt |éteznek az elsérend( parcialis
derivaltak, akkor ezek mindegyike nulla, azaz

fxla,b)=0;  fy(a,b)=0

1y

A tétel alapjan tehat a tobbvaltozos fugevények lehetséges szélsoértékeinek
a meghatarozasa ugy torténhet, hogy a parcialis derivaltakat egvenlove
tesszilk nullaval, majd a kapott egyenletrendszert megoldjuk. fg}-' a szeél-
soérték(ek) a megolddasok kozott lesz(nek). A valddi szélséértékhelyek meg-
keresésében az alabbi tétel all rendelkezésunkre.



KETVALTOZOS FUGGVENY

Elégséges feltétel: Ha f | (a,b) =0 és f  (a,b) = 0 és az (a,b)
pontban léteznek a masodrendd parcialis derivaltak és

D(x,y)= );’X(x,y)°f);'y(X,y)—f)?y(X,y)'f;;;(x,y)

kifejezes érteke (a,b)-ben:

e pozitiv, akkor f-nek (a,b)-ben helyi szélsGertékhelye van
(f"(x,y) > 0 esetén minimum; " (xy) < O esetén
maximum);

e negativ, akkor  f-nek  (a,b)-ben nincs helyi
szelsGertekhelye;

e nulla, akkor még tovabbi vizsgalat szikséges.




TOBBVALTOZOS FUGGVENY

Szukséges feltétel: Ha az f: D ( < R") = R n-valtozos
fuggvéenynek az a € D pontjaban lokalis
szelsGertékhelye van és itt léteznek az els6rendd
parcialis derivaltak, akkor ezek mindegyike nulla,
azaz

f)'(j (a)=0(j=1,2,...,n)

1y

A tétel alapjan tehat a tobbvaltozos fugevények lehetséges szélsoértékeinek
a meghatarozasa ugy torténhet, hogy a parcialis derivaltakat egvenlove
tesszilk nullaval, majd a kapott egyenletrendszert megoldjuk. fg}-' a szeél-
soérték(ek) a megolddasok kozott lesz(nek). A valddi szélséértékhelyek meg-
keresésében az alabbi tétel all rendelkezésunkre.



TOBBVALTOZOS FUGGVENY

Elégséges feltétel: Legyen f : D (e R") — R. Tegyuk
fel, hogy az f fuggvény az aeD belsd pont valamely
kornyezeteben ketszer folytonosan differencialhato.
Ha az f parcialis derivaltjai az a-ban nullak, azaz:

f,’(j (a)=0(j=1,2,...,n)



TOBBVALTOZOS FUGGVENY

és a masodrendd parcialis derivaltakbol képzett

f):]_Xl f)’(’]_XZ f),(’]_Xn

f)'(’le f)'(’2X2 f)?zXn
D=

f);’nxl f)’('an f);’an

determinansbol eld6allitott



TOBBVALTOZOS FUGGVENY

Dl — f);']_Xl
" "
D . fX]_X]_ fX]_Xz
2 " |¢enm "
fX2X1 fX2X2
f);,]_Xl f):,]_Xz f)'(’an
" "
szX]_ szXz f)’('2Xn
D, =
f)'(’nxl f)'(’nXZ f)’(,an

sarokdeterminansok el6jele a vizsgalt pontban



TOBBVALTOZOS FUGGVENY

1)D,>0(k=1,...,n), akkor a-ban minimuma van,

2)D,; <0, D, >0, D; <0, azaz az adott sorrendben
valtakozo el8jelliek, akkor a-ban maximuma van,

3)egyéb esetekben tovabbi vizsgalatokra van
szukseg.

A szelsberteket az f(a) adja.



MATEMATIKA 1.

FELTETELES
SZELSOERTEK-SZAMITAS



FELTETELES SZELSOERTEK FOGALMA

Definicid. Legyen adva az m, n két természetes szam
(m<neN),illetve a
g :D(cR")—>R(i=123,...,m)
f:D(cR")—>R
fuggvenyek.
Legyen tovabbd H={xeD |g(x)=0;i=1,2,3,...,m}
Azt mondjuk, hogy az f : D( < R") > R n-valtozos
fuggvénynek az a € D-ben a g(x) = O feltetelekre
vonatkozo lokalis feltételes maximuma van, ha van az a-

nak olyan r > 0 sugaru kornyezete, hogy az X € G(a,
r) N H pontokban f(x) < f(a).



MEGJEGYZES

1.A globalis feltételes maximum értelmezése ettd
annyiban ter el, hogy a gombkornyezettdl| el kel
tekinteni, és minden H-beli x-re meg kel
kovetelni a fenti egyenldtlenséget.

2.Hasonld modon értelmezhetd a lokalis, illetve
globalis feltételes minimum is.



FELTETELES SZELSOERTEK

A feladatunk ezutta
f: D(c R") - R szé
(i=1,2,3,...,m)formaban felirt egyenleteknek is
teljesulnitk kell.

az, hogy ugy keressuk az
sGertekhelyeit, hogy a g(x) = 0

Adottaz n-valtozos f(x,, x,, .. , x,) fuggvény. Ennek keressik a
szélsbértékét azzal a megszoritassal, hogy az eredeti értelmezési

tartomanybdl csak azokat a pontokat vehetjik figyelembe, amelyek
kielégitik a kovetkezb feltételeket:

g.(Xy, X5, e, X,) =0
g,(Xy, X5, e, X,) =0



LAGRANGE-FELE MULTIPLIKATOR

1. Bevezetink uj valtozokat: Ay, A,, ... , A, (nem mind
nulla) un. multiplikatorokat.

2.Visszavezetjik feltétel nélkuli szélsGertek feladatra,
az un. Lagrange-féle flggvény megalkotasaval. A
Lagrange-flggveny alakja:

L(Xy, X5, wee ) Xy Mgy Ay, oo, A)

F Xy, X, ooy Xo) + Ags G1(Xq, X, on ) X ) + Agr Go(Xq, Xy, wn ) X)) +
+ ot A g(Xy, Xy, e, X))

3. Ennek az (n+m) valtozos fuggvenynek kell megkeresni a
feltéetel nélkuli szélsGerteket.



PELDA

Hatarozzuk meg az alabbi fluggveny feltéeteles
szélsGertekhelyeit a megadott feltételekkel.

Flggvény:
1
f(x,y,z) = x? +3xy+2y2 +4x+zz2 +12

Feltétel: (
X+y+z=4

X — z=2
k



FELTETELES SZELSOERTEK- SZUKSEGES FELTETEL

Szukséges feltétel: TegyUk fel, hogy

1. azf, g,: D (= R") = R fuggvények folytonosan differencialhatok,

2. az f fuggvénynek az a € D pontban a g(x) =0, (i=1, 2,...,m)
feltételekre vonatkozo lokalis feltételes szélsGértéke van,

3.aga),...,8.@),i=1 2 ...,m vektorok linearisan
fuggetlenek.
Ekkor vannak olyan A,, A,, . . ., A, € R nem mind O skalarok (az un.

Lagrange-féle multiplikatorok), hogy az

L(x) = fX) + Xy gy(X) + ..o+ A g (X) = fX) + 22 (A - g (%))
(i=1, 2, ..., m)

flggveny Osszes parcialis derivaltja eltlnik az a pontban, azaz
L@ =0(=12,...,n).



MEGJEGYZES

Altaldban annak elddontése, hogy a kapott
megoldasok valoban lokalis feltéeteles

szélsbertekhelyek-e vagy sem, nem konny( feladat,
igy ettdl eltekintink.



PELDA

Hatarozzuk meg az f (x,y) = x + vy fuggveny

szélsGértékhelyeit, ha x? + y? = 4.

A probléema szemléltetese:
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PELDA

Egy mezbgazdasagi nagylzem harom tablajan kulonbdzd novényeket
termesztenek. A talajtani vizsgalatok és a termeszteni kivant ndvenyek
tapanyagszuksegletei alapjan mindharom tablat mMas-mas
mUtragyakeverékkel kezelik. Megallapitottak a kiszort mdtragya és a
hektaronkénti terméshozam kozotti osszeflggések rendre a tablakon az
alabbi fuggvényekkel adhatok meg:

f1(x)=12+ 6x —4x°

foly)=8+12y —2y°
f3(z)=6+12z —62°

Ahol az x az elsd, y a masodik és z a harmadik tablara hektaronként kiszort
mUtragya mennyisegéet jeloli. A mtragyak milyen mennyiségei mellett lesz
a harom tabla egylttes hozama maximalis, ha a tablak rendre 300, 150 és
50 ha nagysaguak, a mUtragyak beszerzésére 3 mFt all rendelkezésre és a
mUtragyak egységarai hektaronként: 1.400; 1.300 és 1.200 Ft.



GAZDASAGI MATEMATIKA II.

KOSZONOM A FIGYELMET!



