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1 Ellenorzo kérdések

agsrwONE

Mikor mondjuk, hogy egy fiiggvény kétszer differencialhato?

Mit értiink magasabbrendi derivaltak alatt?

Milyen kapcsolat van a fliggvény elsérendii derivaltja és monotonitasa kozott?
Milyen kapcsolat van a fliggvény masodrendii derivaltja és a monotonitasa kdzott?
Mi az a L’ Hospital szabaly, mire alkalmazzuk?

2 Példak

1.

2
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Hatarozza meg a lim o hatarértéket.
X—>00

Megoldas:

2.

SR ,
A szamlalo és a nevezo hatarértéke egyarant végtelen, igy a kifejezés — hatarozatlan
o0

alaku. Alkalmazhat6 a L’Hospital-szabaly:
ox? 02X
lim — = lim :
X—>00 2X X—>00 2X |n2

A tort még most is © alaku, ismét alkalmazzuk a L’Hospital-szabalyt:
e}

. 2X . 2
lim ——=Ilim—————.
x> 2%.In2  x>= 2% .(In2)
A szamlal6 véges, a nevezd hatarértéke végtelen, igy a tort hatarértéke 0, azaz
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lim—=0.

X— 2X

3x®—5x+6

Hatarozza meg a lim —————— hatarértéket.

x—= 6X° +2X —3

Megoldas:

o s, O ,
A szamlalo és a nevezd hatarértéke egyarant végtelen, igy a kifejezés — hatérozatlan
o0

alaka. A L’Hospital-szabalyt ismét alkalmazva 0jbol 2 alaka torthoz jutunk, igy a
(e8]

szabalyt Ujra alkalmazni kell. Osszesen haromszor alkalmazva a L’Hospital-szabalyt

véglil eljutunk a hatarértékhez, ami véges lesz:
. 3x*-Bx+6 . 9x*-5 . 18x 1
I|m3—= ImT: lim—m==.
xo2 BX” +2X =3 x>»18X° +2 x>»36X 2

3. Tegylik fel, hogy egy gép vételara 1.200.000 Ft. A gép értéke az id6 mulasaval csokken,

Lt7 1d6 alatt az eredeti vételaranak f(t)=

-szeresére. A fenntartdsi koltségek
t+50

1dofiiggvénye g(t) = 400t°. Allapitsuk meg, hogy hany évig érdemes a traktort iizemeltetni.

Megoldas:

Egy gépet addig érdemes lizemeltetni, amig atlagos hasznalati koltsége minimalissa
nem valik. Esetiinkben az 4tlagos hasznalati koltségfiiggvény legyen:
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K(t):l- 1,2.106(1— >0 j+400t2 :
t t+50

Ennek a koltségfiiggvénynek kell tehat a minimumat meghatarozni. Szélséértéke ott
lehet a fiiggvénynek, ahol K’(t) = 0. Az alabbi egyenletet kell tehat megoldanunk:

L {1,2-106(1— >0 j+400t2}+%~{1,2-106~ >0 +800t}:0

R t+50 (t+50)*
R EPRT — ~+800t —12- 1,2~106-[1— >0 j+400t2 =0
t (t+50) t t+50
1,2-10°- 20 goot|- 2. 1,2-10° | 1- 20\, 400t% | =0
2
(t+50) t t+50
2
1,2-106-i+800t—1-1,2-106+1-1,2-106i—400t =0
2
(t+50) t t t+50  t

A fenti egyenletet t - (t +50)°-nel beszorzva az 8sszevonasok utan:

400t* +40000t* — 200000t* =0, amelybdl, mivel t # O t* +100t —500 =0 adédik.
A kapott két gyok koziil a negativ nem megoldas, igy t = 4,8 év.

0 <t<438 t=48 48 <t
f - 0 +
f T MIN o
konvex

3 Gyakorlo feladatok

3.1 Fiiggvények monotonitasanak vizsgalata

1. Ertelmezési tartomanyuk mely szakaszan novekeddk ill. csokkendk az alabbi
figgvények?

a) f(x)=x"-3

b) f(x)=x>+3

0) f(x)=(x-3)°

d) f(x)=4x*—-4x-5
e) f(x):xs—x

f) f(x)=x4—6

9) f(x)=x3—6x2+7
h) f(x):x3+3x2+3x+8
) f(x)=x>—4x+3
) f()c):x+3x2

K) f(x)=+x+3x>

D f(x)=x>+6x>—15x+2
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m) f(x)=x>-3x+2
) f(x)=2-x)(x+1)°

0 S =x+
p) () =x(1+x)

x—1
a) f(X)=m
2 —5x
N S=300
X
s) f(X)=1+x2
1—x+x2
VIS
xZ
U) f(x):x4+4

3.2 Szélsoérték-szamitas

1. Vizsgédlja meg, hogy a kovetkezd fliggvényeknek van-e szélséértékiik, s ha van,
melyek azok? Egyben hatdrozza meg azokat az intervallumokat is, amelyeken a
fiiggvény monoton!

y=x—-x° y=x—x y=x"—x"
1 x?
y:x+; y:1+x2 y=x-Inx

3.3 Konvexitas

1. Hatéarozza meg, hogy van-e inflexios pontja az alabbi fliggvényeknek?
a)  f(x)=x*-3x?+17
4
b) f(x):x?+2x2—x+3
) f(x)=x"—-8x+24x* —10x-10
) f)=(-7)’
&) f()=(x+D"-(x-2)

2. Hatdrozza meg, hogy mely intervallumokon konvexek ill. konkavak az aldbbi
fliggvények!
)  f(x)=x"—-6x"+2x—4
b)  f(x)=5x"+14
) f(x)=x"+5x—-6
d  fx)=x"+5*-6
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3. A kovetkezo fiiggvényeknél vizsgalja meg, hogy mely intervallumokon konvex ill.
konkav a fliggvény. Hatarozza meg a fliggvények inflexios pontjainak a koordinatait.

Q) y=x-3x>+6x+7
by y=1+(x-1*
X

C =
) 1+ x?
d y=e'-¢e"

e) y=x’—-6x+12x—-4

)  y=3x"+5x-1

9 y=0+1)°

hy y=-5x"+x—4
) 1

) y_x+3

) 1
Noy=ET,

K) y=v4x®-12x

1
) y:1+x2

3.4 Hatarérték-szamitas L’Hospital szabaly segitségével

1. Hatéarozza meg az alabbi fliggvényéke hatarértékét!

. 2X —4 _ 2x3 +6X2—6x-2
lim—— -2 lim 3/2
x>2 X2 _5X +6 (2) -1 x* +6x% —8x+1 (3/2)
2 3 r
lim X 3+x (1) lim 2X +23x 36x +44 (5)
x>0 2X° 4+ X x—2 3x° =12x+12
- 2 _
jm SN 3X (-3/5) lim X *X=2 (3/16)
x>z tg5X -1 3x° —2X° +5X -6
3 2
lim = ) lim 2% 0)
X—00 e X—00 e
. x?-2x-3 __Inx?
Iim—— 0 lim 0
Xx—3 X3—5X2+6X ( ) X500 X3 ( )
. 6x? X3+ x?—2x
lim 0 lim———— 0
am ©) im0 (=)
4 2 _ _ _
lim 2X4 * 6"2 bx -2 (714) lim Y2+ X1 (1/2)
ol X" +6X°—-8x+1 x>0 X
lim& —¢ @) lim 1= €05 (172)
x—0 SN X x—0 X



