TOBBVALTOZOS FUGGVENYEK FELTETEL NELKULI SZELSOERTEK-SZAMITASA

1 Ellenérzé kérdések

1. Definiélja a tobbvaltozos flggvenyek lokalis és globalis maximumat és minimumat.
2. Hogyan hatarozhatjuk meg a tobbvaltozos fiiggvények feltétel nélkiili sz¢&lsértékét?

2 Példak

1. Keresse meg az f(x,y)=x°-3xy+y?, (x,y)eR? kétvaltozés fiiggvény lokalis
szélsoértékét!

Megoldas:
(1) A szélséérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy az elsérendli parcialis derivaltak
egyenldek legyenek 0-val. Az elsérendii parcialis derivaltak:

f.(x,y)=3x"-3yés f (x,y)=-3x+3y?, igy az alabbi egyenletrendszert Kkell
megoldani:
3x? -3y =0
—3x+ 3y2 =0
Az elsé egyenletbdl y = x?, ezt a masodikba helyettesitve:
—3x+3(x*)*=0
~3x+3x* =0
3x(-1+x%) =0
Mivel egy szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, igy az x1 = 0 és x, = 1 adddik.
Ha x; =0, akkor y; = 0, és ha x, = 1, akkor y, = 1. Igy az egyenletrendszer megoldéasai
a (0,0) és az (1,1) szamparok, ezek a lehetséges sz€élséértékhelyek.
(2) A masodrendii parcialis derivaltak segitségével donthetjik el (elégséges feltétel), hogy
melyek lesznek a valodi szélséértékhelyek. Az f masodrendii parcialis derivaltjai:

fo (X, y) = 6X fy(xy)=-3
fr (%y)=-3 f,, (x,y) =6y
A (0,0) pontban
f (0,0)=6-0=0 f.,(0,0) =3
f,.(0,0)=-3 f,(00)=6-0=0

Mivel D1(0,0) = 0-0—(-3)> =-9<0, igy a (0,0) pont nem szélséértékhely.
Az (1,1) pontban

f,(1)=6-1=6 f, (1) =-3

f, (1) =-3 f,(11)=6-1=6

Mivel Dy(1,1) = 6-6—(-3)* =27 >0, és f_ (11) =6 > 0igy az f-nek az (1,1) pontban
lokalis minimuma van, melynek értéke: f(1,1) = -1.

2. Egy adott talajtipuson az atlagosnak megfeleld id6jarasi viszonyok kézott a bdza
hozamat hektaronként a felhasznalt nitrogén és foszfor hatdoanyag erésen befolyasolja.
A hektaronkénti Kijuttatott nitrogén hatéanyag (N) és foszfor hatdéanyag (P)
mennyiségét 50 kg/ha-ban mérjiik. Az elérheté hozamot (H) t/ha-ban adjuk meg. A
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hozam ¢és a miitragyak kozotti fliggvénykapcsolat az alabbi Osszefliggéssel adhato
meg:

f(N,P) =1,855+0,75N +0,247P — 0,066N* — 0,04P* + 0,021N - P
Milyen nitrogen és foszfor mennyiség esetén lesz maximalis a hozam?

Megoldas:

Készitsiik el a fliggvény elsérendii parcialis derivaltjait és tegyiik egyenlévé 0-val:
f,(N,P)=0,75-0132N +0,021P=0 és f,(N,P)=0,247-0,08P +0,021N = 0.

Az els6 egyenletb6l P-t Kifejezve (P = _0’7504(_)2’1132Nj és a masodik egyenletbe
beirva kapjuk, hogy:
0,247 — 0,08 - — 0.75+0132N +0,021IN =0.
0,021

Az egyenletet megoldva N = 6,44 adodik, amibdl P = 4,78. Vizsgaljuk meg a
masodrendii parcialis derivaltak segitségével a sarokdeterminansok eldjelét. Mivel

f. (6,44,4,78) f,.(6,44,4,78) |-0132 0,021
f..(6,44;4,78) f..(6,44;478)| |0,021 - 0,08‘ ’

igy D(6,45;4,83) = (-0,132)- (-0,08) — 0,021% = 0,011 > 0, D4(6,45;4,83) = 0,132 < 0
és f_ (6,44,4,78) = —0,132 < 0. Tehat a fiiggvénynek maximuma van az N = 6,44 és P
= 4,78 értékeknél és f(N,P) = 4,86.

D(6,44;4,78) =

3 Gyakorlo feladatok

1. Hatdrozza meg a kovetkezd fliggvények lokalis szélséértékeit!

(8) z=2x+8y—x?—2y? fn(1,2)=9
(b) z=2x+3-x%—y? frex (1,0) = 4
11
(©) z:)(2+2y2—x—2y—1 fmin(g,a):—l,YS
1 1 2
(d) z:x2+y2+xy+y+§ fmm(g,—gjzo
8 8 13
_y3 _ay2 2 22| _o==2
(€) z=Xx"-3x"+2xy+Yy fin 3 ?J 927
1 1 xy
)l z=—+=4+2L f.i.(33)=1
0 2=2+3+5 min(33)
3 2 2 2 5 17
Q) z=2y" +X°y+5y°  +x"+1 £n(00)=1, Foo 0,—5 :527
4 2) 2
_ 3 2 2 I Ay
(h) z=y  +3y° +4xy+x° +1 fmm( 3'3) = 27
. 1 1) 1
23— x — el
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. 3.9
() z=y’x-3xy+2x* fmm[zﬁ ﬁj ~ -1,106
(K) z=2xy—4x2—y?+x° £ (0,0)=0
() z=x*+y*—2x* +4xy -2y’ fmin(— \/5\/5) fmin(ﬁ,—\/f)
(m) z= @+§+ Xy, x>0,y>0 fin(52) =30
Xy
(n) z=x>+y>-3xy fn(1)=-1
20 50
(0) Z=7+7+)0/ fmin(2,5)=30
) z=(1- 02 +(2+))° -4 Frin(L-2) = 4
@ 2= - X -4y +2xy Frax (0,0) = 0
" z= X +(y+ 1)3 ~3xy+1) frin(1,0) = -1
(s) * z= ef()(zfzmz)z) £ (0,0)=1
Xty X _ _
> z=— AT fn(33)=1
1
(u)* z= e_E(AZH/Z_ZM) o (10)=1
W) * z=(3-2x+))-e” nincs szélséértékhelye
w) 2= +(y-1)° fn(01)=1
X)* z=X+ )y +ax+by+c Pmin(_g’_g)

() * z=xX+a/f +2bx+2cy+d a#0

c
ha a > 0, akkor a fuggvénynek a Pmin(— b,—;j pontjdban maximuma van, ha
c
a<0, akkor P (— b,—;j nem szélséérték-hely
(2)* z=axX*+2bxy (ab=0) nincs szélséértékhelye

2. Adja meg a kdvetkez6 haromvaltozés figgvények szélséérték-helyeit és szélsoértékét.

(@) z=X+ ) +2Z+2x-4y-62 fin(12,4)=-9
(bb) z=X+ )+ -2x-4y—-82+12
(cc) z=X+ ) +2+12xy+22 f.in(24,-144,-1) = 6913
(dd) z=-X +6x-2) -8y-4Z -4z foox(3-4,2) =25
V2 2 (1 )
(ee) z=x+ axt 5 T XKZ> 0 fin > 11] =4
1
Y2 iR
(ff) * s_p 2( +y2+ 2X+2y+2) fmax (1,07_1) _1
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3. Oldja meg a kovetkezo szoveges szélsoérték-feladatokat!

1. Egy csokoladégyar M eés N elnevezéssel két 0j "szeletkillonlegességet” hozott
forgalomba. Az M 0nkoltsége darabonként 25 Ft, az N o6nkdltsége pedig 30 Ft. A
piackutatas soran azt talaltdk, hogy ha x; illetdleg X, a szeletfajtak jelenlegi,
darabonkenti eladasi ara, akkor az M irdnti heti kereslet ezer darabokban az
m=5(x, — X1 ), az N irantié pedig az 7= 30+5x —575x, fiiggvények irjak le. Hany Ft-
ban kell a darabonkénti eladasi arat a gyarnak megallapitania, ha maximalis 6sszbevételt
akar elérni?

2. Egy véllalatnal hat hénapon keresztil vizsgaltak, hogyan alakul a forgalom és a
koltségszint. A kovetkezo tablazat a megfigyelés eredményeit mutatja:

Forgalom Koltsegszint
(milli6 Ft) (%)

10 4,0

14 3,0

20 2,5

22 2,5

28 2,0

32 1,5

Melyik az az egyenes, amelyik a legkisebb hibaval illeszthet6 ra a hat pontbol all6 abrara?
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