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VALÓSZÍNŰSÉGSZÁMÍTÁS



1) A valószínűségszámítás fogalma
2) A valószínűségszámítás tulajdonságai
3) Mintavételezéses eljárások
4) Feltételes valószínűség
5) Események függetlensége
6) Teljes valószínűség tétele
7) Bayes-tétele

TARTALOMJEGYZÉK



Tegyük fel, hogy egy A eseménnyel kapcsolatos
kísérletet n-szer elvégzünk, és ebből az A esemény
k-szor következett be.

Ekkor a k számot az A esemény gyakoriságának,
a k/n hányadost az A esemény relatív
gyakoriságának nevezzük.

GYAKORISÁG, RELATÍV GYAKORISÁG



Összes dobás 

(n)

Fejek száma

(k)

Relatív 
gyakoriság (k/n)

10 5 0,5

30 16 0,5333

50 23 0,46

60 28 0,4666

70 33 0,471

80 41 0,5125

90 45 0,5

100 51 0,51
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Megfigyelhető, hogy sok kísérletsorozat esetén a relatív 
gyakoriság általában különböző, de ennek ellenére valamilyen 

stabilitást mutat abban az értelemben, hogy egy 
meghatározott számérték körül ingadozik. 

Ez a szám az A esemény valószínűsége. 
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Mi azonban nem ezt az utat követjük a
valószínűség tárgyalásakor. Axiomatikusan
definiáljuk a valószínűséget, és az így kiépíthető
elméletben az ingadozásról, stabilitásról szóló
állítás tételként kimondható.

GYAKORISÁG, RELATÍV GYAKORISÁG



Definíció: A P : A → R függvényt valószínűségnek nevezzük,
ha

1.) 0 ≤ P(A) ≤ 1 minden A ∈ A esetén,
2.) P() = 1,
3.) ha A1,A2, . . . véges, vagy megszámlálhatóan végtelen
számú esemény, amelyek páronként kizárják egymást,
akkor
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VALÓSZNŰSÉG DEFINÍCIÓJA



Tétel: A valószínűség további tulajdonságai:
1.) ha A ⊂ B, akkor P(A) ≤ P(B),
2.) P(AC) = 1 − P(A),
3.) P() = 0,
4.) P(B − A) = P(B) − P(A  B),
5.) ha A1,A2, . . . ,An teljes eseményrendszert 
alkot,  

akkor 
P(A1) + P(A2) + . . . + P(An) = 1,

6.) a valószínűség összegzési képlete:
P(A + B) = P(A) + P(B) − P(A  B).

VALÓSZÍNŰSÉGSZÁMÍTÁS TULAJDONSÁGAI



Ha az eseménytér véges sok (n) elemi eseményből
áll, és az elemi események valószínűsége azonos
(1/n), akkor egy tetszőleges A ∈ A esemény
valószínűségét a k/n képlet adja, ahol k az A
előállításában szereplő elemi események száma.
Tehát az A esemény valószínűsége egyenlő az A-ra
nézve kedvező esetek számának (k) és az összes
esetek számának (n) hányadosával:
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KLASSZIKUS VALÓSZÍNŰSÉGSZÁMÍTÁS



Egy gépsor egy munkanap alatt 100 terméket gyárt,
amelyből 5 selejtes. Találomra kiveszünk 10
terméket visszatevés nélkül. Mi a valószínűsége
annak, hogy nem lesz köztük selejtes?

Összes esetek száma: Hányféleképpen tudunk 100 elemből
kiválasztani 10 darabot?

Kedvező esetek száma: Mind a tíz kiválasztott termék jó.





















10

100

10

95

)(AP

PÉLDA



Visszatevés nélküli mintavételezés: Legyen adott egy
N elemű termékhalmaz, amelyben S a selejtesek
száma. Vegyünk ki ebből a halmazból egyszerre egy
n elemű mintát. Ekkor annak a valószínűsége, hogy
a mintában k darab selejtes termék szerepel:
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MINTAVÉTELEZÉSI ELJÁRÁSOK



Visszatevéses mintavételezés: Legyen adott egy N
elemű termékhalmaz, amelyben S a selejtesek
száma. Vegyünk ki ebből a halmazból visszatevéssel
egy n elemű mintát. Ekkor annak a valószínűsége,
hogy a mintában k darab selejtes termék szerepel:
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ahol p = S / N az ún. selejtarány.

MINTAVÉTELEZÉSI ELJÁRÁSOK



Egy 30 fős osztályban 10 emberrel íratunk dolgozatot. Mi a
valószínűsége, hogy a legrosszabb tanuló dolgozatot ír,
feltéve hogy a legjobb is dolgozatot ír?

Vezessük be a következő eseményeket:
A: a legrosszabb tanuló dolgozatot ír,
és a feltétel:
B: a legjobb tanuló dolgozatot ír.
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100 darab tojás közül 10 darab csíra nélküli van. Egymás
után kiveszünk kettőt A.) visszatevés nélkül, B.)
visszatevéssel. Mi a valószínűsége annak, hogy elsőre csíra
nélkülit, másodikra pedig csírás tojást veszünk ki?

A.) Visszatevés nélkül

Tekintsük a következő két eseményt. A: elsőre csíra nélkülit
veszünk ki; B: másodikra csírásat húzunk ki.
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100 darab tojás közül 10 darab csíra nélküli van. Egymás
után kiveszünk kettőt A.) visszatevés nélkül, B.)
visszatevéssel. Mi a valószínűsége annak, hogy elsőre csíra
nélkülit, másodikra pedig csírás tojást veszünk ki?

A.) Visszatevéssel

Tekintsük a következő két eseményt. A: elsőre csíra nélkülit
veszünk ki; B: másodikra csírásat húzunk ki.
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A gyakorlati életben sokszor vetődik fel az a
probléma, hogy valamely véletlen kísérlet,
megfigyelés esetén egy esemény bekövetkezése
befolyásolja-e, és ha igen, akkor milyen mértékben
egy másik esemény bekövetkezését?
Definíció: Az A esemény B-re vonatkozó feltételes
valószínűsége:
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feltéve, hogy P(B)  0.

FELTÉTELES VALÓSZÍNŰSÉGSZÁMÍTÁS



Rendezzük át a feltételes valószínűség képletét,
ezzel megkapjuk a valószínűségek szorzási
szabályát:

P(A  B) = P(A|B)  P(B).

A szabály n esemény szorzására kiterjesztve is
igaz:

P(A1  A2  . . .  An) = 
P(A1)  P(A2|A1)  P(A3|A1 A2)  . . .  P(An|A1 . . .  An−1),

feltéve, hogy P(A1 . . .  An−1)  0.

A VALÓSZÍNŰSÉG SZORZÁSI SZABÁLYA



Egy követségi fogadásra 4 magyar, 5 angol és 6 svéd
diplomata hivatalos. A diplomaták egymás után, egyenként
érkeznek. Mi a valószínűsége, hogy elsőre magyar,
másodiknak angol, harmadiknak svéd diplomata érkezik?

Vezessük be a következő eseményeket:
A: elsőre magyar diplomata érkezik,
B: másodjára angol diplomata érkezik,
C: harmadjára svéd diplomata érkezik.
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Előfordulhatnak olyan esetek, amikor a feltétel
nélküli és a feltételes valószínűség megegyezik
egymással, azaz:
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Ilyenkor azt mondjuk, hogy az A esemény
bekövetkezése független a B esemény
bekövetkezésétől, így a szorzási szabály a következő
alakban írható fel:

)()()( BPAPBAP 

ESEMÉNYEK FÜGGETLENSÉGE



Definíció: Az A és B események függetlenek, ha

)()()( BPAPBAP 

Megjegyzés: Az A és B események függetlenek, ha
egymás bekövetkezésének valószínűségét nem
befolyásolják.

ESEMÉNYEK FÜGGETLENSÉGE



Egy irodaházban három légkondicionáló egymástól
függetlenül 0,9; 0,8 és 0,7 valószínűséggel működik. Adjuk
meg a következő események valószínűségét:

1. mindegyik működik,
2. egyik sem működik,
3. legalább egyik működik,
4. legalább egy nem működik.

Vezessük be a következő eseményeket:
A: az első légkondicionáló működik;
B: a második légkondicionáló működik,
C: a harmadik légkondicionáló működik.
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1.) Mindegyik légkondicionáló működik

504,07,08,09,0)()()()(  CPBPAPCBAP

2.) Egyik sem működik
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3.) Legalább az egyik működik

994,0006,01)()()(1
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4.) Legalább egy nem működik

496,0504,01)()()(1
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Legyen B1, . . . ,Bn teljes eseményrendszer, az A
tetszőleges esemény. Ekkor
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TELJES VALÓSZÍNŰSÉG TÉTELE



Bizonyos fajta vetőmag összetételének vizsgálatakor
megállapították, hogy háromféle magot tartalmaz. 95%-
a ‘A’ fajtájú; 3%-a ‘B’ fajtájú és 2%-a ‘C’ fajtájú. Annak a
valószínűsége, hogy az ‘A’ fajta magból legalább 40
szemet tartalmazó kalász fejlődik: 0,6. A ‘B’ és ‘C’
fajtákra vonatkozóan ugyanez a valószínűség: 0,2 és 0,3.
Mekkora a valószínűsége annak, hogy egy
véletlenszerűen kiválasztott magból legalább 40 szemet
tartalmazó kalász fejlődik?
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Vezessük be a következő eseményeket:
B1: a kiválasztott mag ‘A’ fajtájú;
B2: a kiválasztott mag ‘B’ fajtájú;
B3: a kiválasztott mag ‘C’ fajtájú;
A:  a kiválasztott magból legalább 40 szemet tartalmazó 

kalász fejlődik

069,0

02,03,003,02,095,06,0
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Legyen B1, . . . ,Bn teljes eseményrendszer, az A
tetszőleges esemény, melyre P(A)  0. Ekkor
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BAYES TÉTELE



Egy üzemben négy különböző típusú gép gyártja
ugyanazt a terméket. Az első a termelés 20
százalékát, a második a 25 százalékát, a harmadik
ugyancsak a 25 százalékát, míg a negyedik a 30
százalékát adja. Az első gép selejtszázaléka 2, a
másodiké 1,5; a harmadiké 2,5, a negyediké1.

A.) Mi a valószínűsége annak, hogy a napi
termelésből találomra kivett termék selejtes?
B.) Mi a valószínűsége annak, hogy a kiemelt
selejtes terméket a negyedik gép gyártotta?
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Vezessük be a következő eseményeket:
B1: a kiválasztott terméket az első gép gyártotta
B2: a kiválasztott terméket a második gép gyártotta
B3: a kiválasztott terméket a harmadik gép gyártotta
B4: a kiválasztott terméket a negyedik gép gyártotta
A:  a kiválasztott terméket a negyedik gép gyártotta

Ekkor

P(B1) = 0,2; P(B2) = 0,25;      P(B3) = 0,25;     P(B4) = 0,3

P(AB1) = 0,02;  P(AB2) = 0,015;  P(AB3) = 0,025;     
P(AB4) = 0,301

PÉLDA



A.) Mi a valószínűsége annak, hogy a napi
termelésből találomra kivett termék selejtes?

017,0

3,001,025,0025,025,0015,02,002,0
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B.) Mi a valószínűsége annak, hogy a kiemelt
selejtes terméket a negyedik gép gyártotta?

176,0
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KÖSZÖNÖM A FIGYELMET!

MATEMATIKA II.


