MATEMATIKA 1.

VEKTORTEREK

Dr. Vincze Szilvia



TARTALOMIJEGYZEK

1.) Vektortér fogalma

2.) Linearis kombinacio, linearis fuggetlenseg
és linearis fuggdség fogalma

3.) Generatorrendszer, dimenzio, bazis

4.) Altér, rang, kompatibilitas



VEKTOROK (vektor = ,,szallitd”, , utas”)

Tegylk fel, hogy egy aruhazban ,n” db kilonbozé arut
(joszagot) arulnak, melyeket jeldlje: V,, V,, ..., V. .

Minden honapban feljegyzik az egyes arukbol raktaron
lévo keszleteket, melyeket jel6ljuk rendre: a, a,, . . ., a,

Ezeket a mennyisegeket kenyelmes

vagy sorba: (&, a, .., ap)
vagy oszlopba rendezni: (&
az




VEKTOROK

Egy ilyen rendezett szamhalmazt, melyet nem csupan az
elemei, de ezek sorrendje is meghataroz, vektornak

nevezzUk. Pontosabban:

Sorvektor-nak: (a;, a,,

Oszlopvektor-nak:

.., @p)




VEKTOROK

A vektorokat vastag bet(k jelolik, pl. a sorvektort igy
irjuk:
a=a=(a, ap, .., ap)

Az a,, a,, . . ., a,szamok vektor komponensei (vagy
koordinatai), és a, az i-edik komponense, vagy i-edik
koordinataja. Ha azt akarjuk hangsulyozni, hogy egy
vektornak n db komponense van, akkor n-vektornak
hivjuk. Ha a egy n-vektor, akkor azt mondjuk, hogy a
dimenzidja n.



VEKTOROK GEOMETRIAI ERTELMEZESE

Az ,xy” sikon barmely elmozdulas leirhato az x iranyu a,
elmozdulassal, az y-iranyu a, elmozdulassal, vagyis a
sikon tett elmozdulast egyértelmlen meghatarozza az
(a,, a,) rendezett par, vagyis 2-vektor.

Geometriailag egy ilyen elmozdulast a P pontbdl induld
Q pontba végzadd nyillal szemléltetjuk.




VEKTOROK GEOMETRIAI ERTELMEZESE

A P pontbol induld Q pontba végzddd vektort W jeloli
és geometriai vektornak vagy iranyitott egyenes
szakasznak nevezzUk.

Egy vektorra gondolhatunk dgy, mint egy (aq, a,)
szamparra, vagy ugy is, mint egyP—Q> iranyitott egyenes
szakaszra.

Q=1(q1,92)




VEKTOROKMUVELETEK GEOMETRIAI ERTELMEZESE

(vektorok 6sszeadasa)

a paralelogramma atloja




VEKTOROKMUVELETEK GEOMETRIAI ERTELMEZESE
(vektorok kulénbsége)

b+ (a-b)=a



VEKTOROKMUVELETEK GEOMETRIAI ERTELMEZESE
(skalarral valé szorzas)

(ahol t tetsz8leges valds szam).

e Ha t>0, akkor t*xa vektor iranya
megegyezik az a iranyaval, a hossza t-
szerese az a hosszanak.

e Ha t< 0, akkor t*a vektor iranya
ellenkezd lesz az a iranyaval, a hossza pedig
a t abszolutért ekével szorzodik.

A t-vel wvaldo szorzas olyan, mintha
megnyujtanank (zsugoritanank) az a vektort. A
t szamot skalarnak nevezzUk.



VEKTOROK GEOMETRIAI INTERPRETACIOJA 3-
DIMENZIOS TERBEN
tZ

a .o V4
N Az Gsszeaddsra

It vonatkozo

' szabaly 3D-ben is
érvenyben
marad, éppen
ugy, mint a skalar
SZOrzas
geometrial
ertelmezese.




VEKTORTER FOGALMA

A V halmazt vektortérnek (vagy linearis térnek) nevezzUik, ha
ertelmezve van benne két m(velet: az 0sszeadas és a skalarral
valo szorzas (azaz x,y € V esetén létezikazx+y e Veéesx eV, A
e V esetén létezik a A -x € V) az alabbi tulajdonsagokkal:

1)V X,y € Vesetén: x+y =y + X, azaz kommutativ;

2)V x,y,z € Vesetén: (x+vy)+z=x+(y+z), azaz asszociativ;

3)3d 0 € V (nullelem, vagy zéruselem), hogy Vx € V esetén: x + 0
= X

4)V x € V esetén létezik - x € V Ugy, hogy: x + (-x) = 0;
5)Va,BeR VxeVesetén(a+ ) -Xx=o-x+-Xx;

6)Voae R, VX, yeVeseténoa - (X+y)=o-x+o-y;

/)W o BeR VxeVesetén(a-B) -x=o-(B-x);

8)V x e Vesetén1 - -x =x.



PELDA VEKTORTEREKRE

1) A sik vagy a tér szabadvektorainak halmaza a
szokasos vektormuveletekkel.

2) A valos szamokbol alld (2x2)-es matrixok a
matrixosszeadasra €s a matrix szammal valo
szorzasara nezve.

3) Az [a, b] halmazon értelmezett folytonos fluggvények
halmaza a szokasos mUveletekkel.



LINEARIS KOMBINACIO FOGALMA

Az a,, a,, .., a,vektorok o,, a,, .. o, skalarokkal vett
linedris kombinacidja az

o a, +0,-a,+..+ta - a,
kifejezes.

Megjegyzés:

1.) A kifejezés egy vektort hataroz meg.

2.) Aoy, O, ..., o, skalarokat a linearis kombinacio
egyutthatoinak nevezzuk.



PELDA LINEARIS KOMBINACIORA

Szamitsuk ki az alabbi vektoroknak az a, =3 és a, = 2
skalarokkal vett linearis kombinaciojat!

(S

3-a1+2-09 =




PELDA LINEARIS KOMBINACIORA

s (O




LINEARIS FUGGETLENSEG FOGALMA

Definicio. Az a,, a,, a;, . . ., @, vektorok linearisan flggetlen
vektorrendszert alkotnak, ha az

-a,=0

al'a1+a2'a2+a3'a3+...+a n

n
egyenloség csakazo, =0, =03=...=qa, =0 esetben all
fenn.

Megjegyzés. A linearis fuggetlenség azt jelenti, hogy az a,,
a,, ..., a, vektorokbol a nullvektort csak csupa nulla
skalarokkal vett linearis kombinacioval (azaz csak trivialis
linearis kombinacioval) lehet el6allitani.



LINEARIS FUGGOSEG FOGALMA

Definicid. Az a,, a,, a5, . . ., @, vektorrendszer linearisan
fliggd, ha nem linearisan fuggetlen.

Megjegyzés. A linearis fuggdség azt jelenti, hogy az a;, a,, .
., a, vektorokbdl a nullvektort nem csak csupa nulla
skalarokkal vett linearis kombinacioval lehet el6allitani.



LINEARIS FUGGOSEG ES FUGGETLENSEG ERTELMEZESE

Ha egy n-dimenzids vektortéer vektorainak egy
rendszerében az egyik vektor kifejezhetd a vektorrendszer
tobbi vektoranak linearis kombinaciojaként, akkor azt
mondjuk, hogy az illeté vektor fligg a tobbi vektortol, mig
magat a vektorrendszert [linearisan 6sszefliggének
mondjuk. Ha azonban egyik vektor sem fejezhetd ki a
tobbi linearis kombinaciojakent, akkor a vektorrendszer
linearisan ftiggetlen.

T linedrisan dsszefiiggd T Ao
vektorok ao

linearisan fuggetlen
vektorok

a1
dq




PELDAK

Allapitsuk meg, hogy az aldbbi vektorok linearisan figgd
vagy fuggetlen vektorrendszert alkotnak-e!

1 -2 0
1) a1=|2 |0, = 4],0@{0}
0 1 -1
(2 0 0
(2) a1 =|0 |0y = 1}03[0}
0 0 -2
3 -1
(3) 01{9}02{3}
0 -2




TETELEK

1)

Ha az a,, a,, a5, . . ., a, vektorrendszer linearisan
fuggd, akkor kozuluk legalabb egy elballithato a tobbi
linearis kombinaciojaként.

Ha egy vektorrendszer linearisan fuggd, akkor ujabb
vektort hozzavéve a vektorrendszer tovabbra is
linearisan fuggd marad.

Ha egy vektorrendszer linearisan flggetlen, akkor
barmely vektorat elhagyva a vektorrendszer tovabbra
is linearisan flggetlen marad.



PELDAK LINEARIS KOMBINACIORA

Van-e olyan linearis kombinacioja az a; es a,
vektorrendszernek, amely el8allitja a b vektort?

(1) (1) /_1\
a1 = 1 ,dy = 0 ,b= 2
\0) 1) (1)




PELDAK LINEARIS KOMBINACIORA

Megoldas: a b vektor nem
allithaté el6 az a; és a,
vektorok linearis
kombinaciojakent, amely
Ugy értelmezhetd, hogy a b
nincs benne az a;, a,

vektorok altal kifeszitett
sikban.




PELDAK LINEARIS KOMBINACIORA

Van-e olyan linearis kombinacidja az a,, a, a
vektorrendszernek, amely el8allitja a b vektort?

(1) (—1) (2 ) (7
ap=|2,ap,=| 3 [,ag=|-1| és b=|-1
\0) 3 ) 1) =9

A megoldas soran alkalmazza a Cramer-szabalyt,
amennyiben lehetséges!



GENERATORRENDSZER

Definici6. Az a,, a, a; .. ,a, vektorrendszer
generatorrendszer, ha a vektortér minden eleme
eléallithato az a,, a, as; .. , a, vektorok linearis

kombinaciojaként.

Megjegyzés. A generatorrendszer elemeinek linearis
kombinaciojaként ugyan a vektortér barmely vektora
el6allithato, de nem egyértelmd modon.



BAZIS FOGALMA

Definicio: Az a,, a,, a5, ... , a, vektorrendszer bazis, ha
linearisan fuggetlen és generatorrendszer.

Megjegyzés: Az R® vektortér e,, e,, e; bazisat természetes
bazisnak nevezzuk. zs

r's




PELDA

A geometriai térben bazist alkot barmely harom, nem egy
sikban fekvd vektor.




DIMENZIO DEFINICIOJA

1. Ha a V vektortérnek van veges sok elembdl allo bazisa,
akkor véges dimenziésnak mondjuk.

2. AV vektortér n dimenzids, ha a benne lévd bazisok
tagszama n.



TETELEK

1.Az n dimenzidos V vektortéer barmely vektora
egyéertelmdlen kifejezhet6 a bazisvektorainak linearis
kombinaciojakent.

2. Az n dimenzios V vektortérben legfeljebb n darab
linearisan flggetlen vektor lehet, azaz az n dimenzios V
vektortéerben n-nél toébb vektor linearisan fuggd
vektorrendszert alkot.



KOORDINATA DEFINICIOJA

Definicié. Ha az a,, a,, a5, ... , a, vektorrendeszer a V
vektortér egy bazisa, €s x € V esetén
X:X1'a1+X2'a2+X3'a3+...+X 'a

n n’

akkor az x4, X5, X3, ..., X,, szamokat az x vektor a;,
a,, as, ..., A, bazisra vonatkozd koordinatainak nevezzik.



PELDA - KOORDINATA

Allapitsuk meg a P pont koordinatait a természetes bazisra
vonatkozoan.

A
Y
o 4l
L x Y €2
‘b'%
e 1
X
— > — > — > >
€1 €1 €1

A definicio alapjan a P pont koordinatai a p = 3-e,+2-e,
linearis kombinacio egyutthatoi.



PELDA - KOORDINATA

Szamitsuk ki a b vektor koordinatait az a,, a, bazisra
vonatkozoan!



PELDA

Legyen adott az R3 egy vektora: a' = (2, 1, 3). TekintsUk
tovabba az R3 két bazisat, melyek a kovetkezbk:

(1) e]_l ez; e3

2y (o) (1
(2)a;=|3,a,=|5|,a3=|1

vy \2) 4/

irjuk fel az a vektor koordindtait mindkét bazisra
vonatkozoan!




SZEMLELTETES

Bazisvektorok: e,, e,

X.-
N
N
N
N
D o o e o o — — \ — — —
.. b
Bazisvektorok: a,, a.. i AN
172 @ N X
Ennek hatasa: a koordinata ’ 15 Sy
/ .e 77 \
Rendszer nem derekszogd. i N



ALTER DEFINICIOJA

Definicid: Ha a V vektortérnek van olyan részhalmaza,
ami szintén vektortér, akkor ezt altérnek (vagy linearis
altérnek) nevezzuk.

Megjegyzés: Az altér olyan tulajdonsagu, hogy az
0sszeadas és a skalarral szorzas nem vezet ki beldle,
vagyis, ha K < V altér, akkor minden x, y € K esetén

AXx+U-yeK



GENERALT ALTER DEFINICIOJA

Definicio: Az a;, a,, a,, ..., a,, vektorokkal generalt altéren
az L(a,, a,, ..., a,) ={oy-a;t0, a2+ ... +a a, | a, € R, i=1,
2,3,...,n}halmazt értjuk.



MATRIX RANGJA

Definicio: Az A (m x n) -es matrixnak n oszlopvektora van
és mindegyik oszlopvektornak m komponense. Az A
oszlopvektorai altal alkotott rendszer legbdvebb linearis
fuggetlen részrendszerének szamossagat az A rangjanak
nevezzUk és r(A)-val jeldljuk.

Az A matrix rangja az A oszlopvektoraibol alkothato
maximalis linearis fuggetlen rendszer szamossaga.

(Zérusmatrix rangja 0)



RANG DEFINICIOJA

Definicio: Az a,, a,, a5, ... , a, vektorrendszer rangjan az
L(a, a,, ..., a,) generalt altér dimenzidjat ertjuk.
Jele:rg(ay, ay, ..., Q).

Megjegyzés: A vektorrendszer rangja megegyezik a benne
levd maximalis szamu linearisan flggetlen vektorok

szamaval.



KOMPATIBILITAS DIFINICIOJA

Definicio: A b vektor kompatibilis az a,, a,, a3, ...

vektorrendszerrel, hab € L(a,, a,, a3, ..., a,).

Megjegyzés: A b vektor kompatibilis az a,, a,, a;, . .
linearis

vektorrendszerrel, ha elfallithato azok
kombinaciojakent.

., a

N



MATEMATIKA 1.

KOSZONOM A FIGYELMET!



