
MATEMATIKA II.

Dr. Vincze Szilvia

VEKTORTEREK



1.) Vektortér fogalma
2.) Lineáris kombináció, lineáris függetlenség

és lineáris függőség fogalma
3.) Generátorrendszer, dimenzió, bázis
4.) Altér, rang, kompatibilitás

TARTALOMJEGYZÉK



VEKTOROK (vektor = „szállító”, „utas”)

Tegyük fel, hogy egy áruházban „n” db különböző árut
(jószágot) árulnak, melyeket jelölje: V1, V2, . . . , Vn .

Minden hónapban feljegyzik az egyes árukból raktáron
lévő készleteket, melyeket jelöljük rendre: a1, a2, . . . , an

Ezeket a mennyiségeket kényelmes
vagy sorba:
vagy oszlopba rendezni:
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VEKTOROK

Egy ilyen rendezett számhalmazt, melyet nem csupán az
elemei, de ezek sorrendje is meghatároz, vektornak
nevezzük. Pontosabban:

Sorvektor-nak:

Oszlopvektor-nak:
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VEKTOROK

A vektorokat vastag betűk jelölik, pl. a sorvektort így
írjuk:

Az a1, a2, . . . , an számok vektor komponensei (vagy
koordinátái), és ai az i-edik komponense, vagy i-edik
koordinátája. Ha azt akarjuk hangsúlyozni, hogy egy
vektornak n db komponense van, akkor n-vektornak
hívjuk. Ha a egy n-vektor, akkor azt mondjuk, hogy a
dimenziója n.

 naaaaa ...,,, 21




VEKTOROK GEOMETRIAI ÉRTELMEZÉSE

Az „xy” síkon bármely elmozdulás leírható az x irányú a1

elmozdulással, az y-irányú a2 elmozdulással, vagyis a
síkon tett elmozdulást egyértelműen meghatározza az
(a1, a2) rendezett pár, vagyis 2-vektor.
Geometriailag egy ilyen elmozdulást a P pontból induló
Q pontba végződő nyíllal szemléltetjük.
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Q

a1

a2



VEKTOROK GEOMETRIAI ÉRTELMEZÉSE
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VEKTOROKMŰVELETEK GEOMETRIAI ÉRTELMEZÉSE
(vektorok összeadása)

a

b a + b

a + b :     a paralelogramma átlója



VEKTOROKMŰVELETEK GEOMETRIAI ÉRTELMEZÉSE
(vektorok különbsége)

a

b
a + b

a - b :

b

a

a - b

b + (a - b) = a



VEKTOROKMŰVELETEK GEOMETRIAI ÉRTELMEZÉSE
(skalárral való szorzás)



VEKTOROK GEOMETRIAI INTERPRETÁCIÓJA 3-
DIMENZIÓS TÉRBEN

x
y

z

0

Az összeadásra 
vonatkozó 
szabály 3D-ben is 
érvényben 
marad, éppen 
úgy, mint a skalár 
szorzás 
geometriai 
értelmezése.



A V halmazt vektortérnek (vagy lineáris térnek) nevezzük, ha
értelmezve van benne két művelet: az összeadás és a skalárral
való szorzás (azaz x, y  V esetén létezik az x + y  V és x  V, 
 V esetén létezik a  x  V) az alábbi tulajdonságokkal:

1) x, y  V esetén: x + y = y + x, azaz kommutatív;
2) x, y, z  V esetén: (x + y) + z = x + (y +z), azaz asszociatív;
3) 0  V (nullelem, vagy zéruselem), hogy x  V esetén: x + 0
= x
4) x  V esetén létezik - x  V úgy, hogy: x + (-x) = 0;
5) ,   R,  x  V esetén ( + )  x =   x +   x;
6)  R,  x, y  V esetén   (x + y) =   x +   y;
7) ,   R,  x  V esetén (  )  x =   (   x);
8) x  V esetén 1  x = x.

VEKTORTÉR FOGALMA



1) A sík vagy a tér szabadvektorainak halmaza a
szokásos vektorműveletekkel.

2) A valós számokból álló (2x2)-es mátrixok a
mátrixösszeadásra és a mátrix számmal való
szorzására nézve.

3) Az [a, b] halmazon értelmezett folytonos függvények
halmaza a szokásos műveletekkel.

PÉLDA VEKTORTEREKRE



Az a1, a2, …, an vektorok 1, 2, …, n skalárokkal vett
lineáris kombinációja az

1 a1 + 2  a2 + … + n an

kifejezés.

Megjegyzés:
1.) A kifejezés egy vektort határoz meg.
2.) A 1, 2, …, n skalárokat a lineáris kombináció 
együtthatóinak nevezzük.

LINEÁRIS KOMBINÁCIÓ FOGALMA



Számítsuk ki az alábbi vektoroknak az 1 = 3 és 2 = 2
skalárokkal vett lineáris kombinációját!
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PÉLDA LINEÁRIS KOMBINÁCIÓRA
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PÉLDA LINEÁRIS KOMBINÁCIÓRA



Definíció. Az a1, a2, a3, . . . , an vektorok lineárisan független
vektorrendszert alkotnak, ha az

α1 · a1 + α2 · a2 + α3 · a3 + . . . + αn · an = 0

egyenlőség csak az α1 = α2 = α3 = . . . = αn = 0 esetben áll
fenn.

Megjegyzés. A lineáris függetlenség azt jelenti, hogy az a1,
a2, . . . , an vektorokból a nullvektort csak csupa nulla
skalárokkal vett lineáris kombinációval (azaz csak triviális
lineáris kombinációval) lehet előállítani.

LINEÁRIS FÜGGETLENSÉG FOGALMA



Definíció. Az a1, a2, a3, . . . , an vektorrendszer lineárisan
függő, ha nem lineárisan független.

Megjegyzés. A lineáris függőség azt jelenti, hogy az a1, a2, .
. . , an vektorokból a nullvektort nem csak csupa nulla
skalárokkal vett lineáris kombinációval lehet előállítani.

LINEÁRIS FÜGGŐSÉG FOGALMA



LINEÁRIS FÜGGŐSÉG ÉS FÜGGETLENSÉG ÉRTELMEZÉSE

Ha egy n-dimenziós vektortér vektorainak egy
rendszerében az egyik vektor kifejezhető a vektorrendszer
többi vektorának lineáris kombinációjaként, akkor azt
mondjuk, hogy az illető vektor függ a többi vektortól, míg
magát a vektorrendszert lineárisan összefüggőnek
mondjuk. Ha azonban egyik vektor sem fejezhető ki a
többi lineáris kombinációjaként, akkor a vektorrendszer
lineárisan független.

1a

2a

1a

2alineárisan összefüggő 
vektorok

lineárisan független 
vektorok



Állapítsuk meg, hogy az alábbi vektorok lineárisan függő
vagy független vektorrendszert alkotnak-e!
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PÉLDÁK



1) Ha az a1, a2, a3, . . . , an vektorrendszer lineárisan
függő, akkor közülük legalább egy előállítható a többi
lineáris kombinációjaként.

2) Ha egy vektorrendszer lineárisan függő, akkor újabb
vektort hozzávéve a vektorrendszer továbbra is
lineárisan függő marad.

3) Ha egy vektorrendszer lineárisan független, akkor
bármely vektorát elhagyva a vektorrendszer továbbra
is lineárisan független marad.

TÉTELEK



Van-e olyan lineáris kombinációja az a1 és a2

vektorrendszernek, amely előállítja a b vektort?
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PÉLDÁK LINEÁRIS KOMBINÁCIÓRA



Megoldás: a b vektor nem
állítható elő az a1 és a2

vektorok lineáris
kombinációjaként, amely
úgy értelmezhető, hogy a b
nincs benne az a1, a2

vektorok által kifeszített
síkban.

PÉLDÁK LINEÁRIS KOMBINÁCIÓRA



Van-e olyan lineáris kombinációja az a1, a2, a3

vektorrendszernek, amely előállítja a b vektort?
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A megoldás során alkalmazza a Cramer-szabályt,
amennyiben lehetséges!

PÉLDÁK LINEÁRIS KOMBINÁCIÓRA



Definíció. Az a1, a2, a3, ... ,an vektorrendszer
generátorrendszer, ha a vektortér minden eleme
előállítható az a1, a2, a3, ... , an vektorok lineáris
kombinációjaként.

Megjegyzés. A generátorrendszer elemeinek lineáris
kombinációjaként ugyan a vektortér bármely vektora
előállítható, de nem egyértelmű módon.

GENERÁTORRENDSZER



Definíció: Az a1, a2, a3, ... , an vektorrendszer bázis, ha
lineárisan független és generátorrendszer.

Megjegyzés: Az R3 vektortér e1, e2, e3 bázisát természetes
bázisnak nevezzük.
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BÁZIS FOGALMA



A geometriai térben bázist alkot bármely három, nem egy
síkban fekvő vektor.

PÉLDA



1. Ha a V vektortérnek van véges sok elemből álló bázisa,
akkor véges dimenziósnak mondjuk.

2. A V vektortér n dimenziós, ha a benne lévő bázisok
tagszáma n.

DIMENZIÓ DEFINÍCIÓJA



1. Az n dimenziós V vektortér bármely vektora
egyértelműen kifejezhető a bázisvektorainak lineáris
kombinációjaként.

2. Az n dimenziós V vektortérben legfeljebb n darab
lineárisan független vektor lehet, azaz az n dimenziós V
vektortérben n-nél több vektor lineárisan függő
vektorrendszert alkot.

TÉTELEK



Definíció. Ha az a1, a2, a3, ... , an vektorrendeszer a V
vektortér egy bázisa, és x  V esetén

x = x1 · a1 + x2 · a2 + x3 · a3 + . . . + xn · an,

akkor az x1, x2, x3, ... , xn számokat az x vektor a1,
a2, a3, ... , an bázisra vonatkozó koordinátáinak nevezzük.

KOORDINÁTA DEFINÍCIÓJA



Állapítsuk meg a P pont koordinátáit a természetes bázisra
vonatkozóan.

A definíció alapján a P pont koordinátái a p = 3e1+2e2

lineáris kombináció együtthatói.

PÉLDA - KOORDINÁTA



Számítsuk ki a b vektor koordinátáit az a1, a2 bázisra
vonatkozóan!
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PÉLDA - KOORDINÁTA



Legyen adott az R3 egy vektora: aT = (2, 1, 3). Tekintsük
továbbá az R3 két bázisát, melyek a következők:

(1) e1, e2, e3
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Írjuk fel az a vektor koordinátáit mindkét bázisra
vonatkozóan!

PÉLDA



Bázisvektorok: e1, e2

Bázisvektorok: a1, a2.
Ennek hatása: a koordináta
Rendszer nem derékszögű.

SZEMLÉLTETÉS



Definíció: Ha a V vektortérnek van olyan részhalmaza,
ami szintén vektortér, akkor ezt altérnek (vagy lineáris
altérnek) nevezzük.

Megjegyzés: Az altér olyan tulajdonságú, hogy az
összeadás és a skalárral szorzás nem vezet ki belőle,
vagyis, ha K  V altér, akkor minden x, y  K esetén
λ · x + μ · y  K.

ALTÉR DEFINÍCIÓJA



Definíció: Az a1, a2, a3, ... , an vektorokkal generált altéren
az L(a1, a2, ... , an) = {α1 a1+α2 a2+ ... +αn an | αi  R, i = 1,
2, 3, . . . , n} halmazt értjük.

GENERÁLT ALTÉR DEFINÍCIÓJA



MÁTRIX RANGJA



Definíció: Az a1, a2, a3, ... , an vektorrendszer rangján az
L( a1, a2, ... , an) generált altér dimenzióját értjük.
Jele: rg( a1, a2, ... , an).

Megjegyzés: A vektorrendszer rangja megegyezik a benne
lévő maximális számú lineárisan független vektorok
számával.

RANG DEFINÍCIÓJA



Definíció: A b vektor kompatibilis az a1, a2, a3, ... , an

vektorrendszerrel, ha b  L( a1, a2, a3, ... , an).

Megjegyzés: A b vektor kompatibilis az a1, a2, a3, . . . , an

vektorrendszerrel, ha előállítható azok lineáris
kombinációjaként.

KOMPATIBILITÁS DIFINÍCIÓJA



KÖSZÖNÖM A FIGYELMET!

MATEMATIKA II.


