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4.1 Egyvaltozods valos fliggvény fogalma

Legyen D < R. Az f : D — R flggvenyt

egyvaltozos valos fuggvenynek nevezzuk.

Megjegyzés: Az olyan hozzarendelést, ahol
egy nem Ures halmaz minden egyes eleméhez
hozzarendeljuk egy szintén nem ures halmaz
egy, de csakis egy elemét fuggvénynek
nevezzuk.



4.1 Egyvaltozos valos fliggvény szemléltetése

Az egyvaltozos valds fliggvenyek szemléltetésére

a Descartes-féle derékszogu koordinata
rendszert hasznaljuk, melyben az (x, 7(x)) szampart
abrazolva kapjuk meg az f fuaggveny grafikonjat.
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4.1 Egyvaltozos valos fliggvény megadasa

Egy fuggvenyt akkor tekintiink adottnak, ha
Ismerjuk az

e értelmezési tartomanyat

e egy képhalmazat (lehetdleg az
ertekkeszletet)

e azt az utasitast, amely megmondia,
hogy az értelmezesi tartomany
elemeihez milyen maodon rendeljuk
hozza az értékkészlet elemeit.



4.1 Egyvaltozos valos fliggvény megadasa

A figgvény megadasa leggyakrabban torténhet:

x | 3] 2| -1] o +1|+2 +3| +4
fix) ol 4] 1] 0l 1|4 9]|25

b) nyildiagrammal: 5/ / ] 0\1\

a) értéktablazattal:




4.1 Egyvaltozos valos fliggvény megadasa

c) képlettel: ffR™R xH2x+1
FfFR=R, f(x)» 2x+1
ffR= R y=2x+1

"""""""""""""""""""""
C [ ' | 1 ' i : '

d) grafikonnal  iiiiiiREeEn

-----------------------------

---------------------------

_____________________________
S T [ A R
S CEY OV SCR ORY R PP APL P
e ey P e Y P

.............................

..............................

e) utasitassal, korilirassal
f) kilonbozo formulakkal



4.1 Mlveletek egyvaltozos valds fliggvényekkel

Legyen D < R, fg : D —» R adott flggvények és
ceR. Ekkor ac 7, f+ g, f—qg, f-g es flg
figgvenyeket az f c-szeresének, fes g 0sszegenek,
kalobnbsegének, szorzatanak és hanyadosanak
nevezzik és a kdvetkezoképpen értelmezzik:

e (c-Ff)X)=c~-F(x)
* (7+9)Xx)=7(x)+ g (X
* (71=-9)X)=7(X)-gX)

* (7-g9)X)=7(X)+g(X)
* (7/g)X)=7(x)/9(x),9(x) 0V xeD



4.2 Egyvaltozos valos fliggvények zérushelye

Legyen D c R és az f: D — R adott fliggvény.
Az x, € D pontot az £ fluggveéeny
zerushelyének nevezzuk, ha 7(x,) = 0.

Megjegyzés: A fliggvény zérushelyét a fliggvény
grafikonja és az x tengely metszéspontja adja.




4.2 Polinom fogalma

Az
fFxX)=a x"+a,,"x"1+ ... +a,xt+a,

alaku flggvényt n-ed foku racionalis egesz
figgvenynek vagy n-ed foku polinom-
fuggvénynek vagy egyszeruen csak n-ed foku
polinomnak nevezzuk, ahol az a; (I=1,2,... ,n)
egyutthatok valos szamok és a, # 0.



4.2 Polinom zeéerushelye

Az F: R - R,

fx)=a,-x"+a,,- X"+ .. +a--xt+a

polinomnak (a,, a;, ... , a, adott valos
szamok és a.,= 0) legfeliebb n szamu
zérushelye lehet.



4.2 Példa - polinom zérushelyeinek meghatarozasa

Hatarozza meg a kovetkezd fiiggvények
zérushelyeit.

1) F(X) =x>+3x -4
2) g(X) =x3—-3x + 2



4.2 Zerushely meghatarozasanak modszerel

4.2.1 Horner-elrendezés
4.2.2 FelezO modszer
4.2.3 Polinom osztasa polinommal



4.2.1 Horner-elrendezes

A p polinom adott X = X, helyen vett
helyettesitési értékének meghatarozasara
hasznalhatjuk.

polinom egytitthatoi csokkend hatvanyok szerinti sorrendben
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4.2.1 Horner-elrendezes

a | a_, a_, .| ag
Xo | [an ]| anXo*an _‘(anxo+an_1)xo+an_2[ ‘p(xo) |
. B

a bal oldali szomszédos elem x,-szorosahoz
hozzaadjuk az éppen kérdeses rovat folotti egyltthatot

ha a p(x,) = 0, akkor x, zerushelye p-nek



4.2.1 Példa - Horner-elrendezes

Hatarozzuk meg az f(x) = x3 — 3x +2
figgvény zérushelyeit.



4.3 Korlatossag — alulrél korlatos figgveny

Legyen D c R, és f, g : D = R adott fluggvenyek.
1.) Az fflaggvényt alulrdol korlatosnak nevezzik, ha

értékkészlete alulrdl korlatos halmaz, azaz ha
d k € R ugy, hogy k < 7(x), minden x € D esetén.
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4.3 Korlatossag — fellilrol korlatos fliggveny

2.) A g fuggvényt feliilrol korlatosnak nevezzik, ha
értékkészlete fellilrdol korlatos halmaz, azaz ha
1 K € R Ugy, hogy g (X) <K, minden x € D eseten.
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4.3 Korlatossag — korlatos fuggveny

3.) Ha a A fuggvény alulrél és felllrol is korlatos,
akkor korlatos fuggvenynek nevezzuk.




4.4 Monotonitas

Legyen D c R, és F: D — R adott fliggveény.

e Az f fuggvény monoton novekvo, ha Vv x, , X,
e D 1 x; <Xx,eseten: F(x;) < F(X,)

e Az f flggvény szigorian monoton novekvo,
ha V X, , X, € D X; <X, esetéen: £(x;) < F(x,)

e Az f figgvény monoton csokkeno, ha Vv x, , X,
e D : Xy <X, esetén: (X)) = 7(X,)

e Az f fuggvény szigoriian monoton csokkeno,
ha V X, , X, € D : X; <X, esetéen: f(x,) > F(Xx,)



4.4 Szigoruan monoton névekvo és csokkeno

flggvenyek

4y

g(xq)

g(z2)




4.4 Monoton fuggveny




4.5 Kornyezet fogalma

Az X, € R pont egy 6 > 0 sugaru kornyezetén az
1X0-0 , Xo+0[ nyilt intervallumot ertjuk.

Minden X, € R esetén azon x € R szamok halmazat,

melyekre x > X, a +ow egy kornyezetéenek
nevezzUk és ] X,, + oo[ -nel jeldljuk.

Megjegyzes: Hasonldan értelmezzik a -oo kOrnyezetét
IS, amit ] -oo, X,[ -al jel6lunk.



4.6 Szelsoerték fogalma

Legyen D c R, és 7: D — R adott flUggvény es
X,e D. Az f fuggvénynek az x, pontban

e abszolut (globalis) minimuma van, ha
f(Xy) < F(x) minden xeD esetében;

e abszolut (globalis) maximuma van, ha
f(xy) = F(xX) minden xeD esetében;

e abszollut (globalis) szélsoértéke van, ha ott
abszolut minimuma vagy abszolut
maximuma van.




4.6 Szelsoerték fogalma

e helyi (lokalis) minimuma van, ha 13

olyan 6>0, amelyre fennall, hogy
f(Xg) < 7 (X) minden xe]x,-6 , Xg+0[ N D
eseten,

helyi (lokalis) maximuma van, ha 3
olyan 06=>0, amelyre fennall, hogy
f(Xg) = 7 (X) minden xe]x,-6 , Xg+0[ N D
eseten,

helyi (lokalis) szélsoertéke van, ha ott
helyi minimuma vagy helyi maximuma
van.
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4.6 Szelsoerték fogalma




4.7 Fuggveények alaki tulajdonsagai

Legyen D ¢ R, és F: D — R adott figgvény es
a,beDésa<b.

Azt mondjuk, hogy az f fuggvény konvex az
[a,b]-n, ha minden x,, X, € [a,b] eminden Ae[0,1]
eseten:

FOL= X+ (1-2) X)) <A=F(X) + (1-2) - F(X),
azaz ha minden x,, X, € [a,b] esetén a P(x,,f (X,))

és P(x,,f(x,)) pontokat 6sszekotd har a
figgvenygorbe folott halad.



4.7 Pelda konvex fliggvényre




4.7 Fuggveények alaki tulajdonsagai

Azt mondjuk, hogy az f fliggveéeny konkav az [a,b]-
n, ha minden X;, X, € [a,b] és minden Ae[0,1]
eseten:

FOL X+ (1-2) - X)) >2A = F(X) + (1- 1) - (X))
azaz ha minden x,, X, € [a,b] esetén a P(x,,7(X;)) és

P(x,,f(x,)) pontokat 6sszek6td hur a fliggvénygorbe
alatt halad.



4.7 Pelda konkav figgvényre




4.8 Inflexios pont

Legyen D c R, és 7: D — R adott figgveny
Xy€D.

Az X, az f fuggveny inflexios pontja, ha
létezik 6=>0 ugy, hogy ]x,-6, Xy[ intervallumon
az f flggveny konvex, az ]x, X,+9|
intervallumon pedig konkav (vagy pedig
forditva).

Megjegyzés: Az inflexios pont olyan pont, ahol
a fuggveny konvexitasa megvaltozik.



4.8 Példa inflexids pontra

AlY




4.9 Paros és paratlan fliggvények

Legyen D c R, és 7: D — R adott fliggveny.

Azt mondjuk, hogy az f fuggvény paros,
ha minden x € D esetén — x € D és
f(-x) = 7 (x).

Azt mondjuk, hogy az 7 figgvény
paratlan, ha minden x € D esetéen
— X € D és
f(-x) = - F(x).



4.9 Példa - paros és paratlan flggvények

A paros fuggveények az y
tengelyre szimmetrikusak.
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A paratlan fliggvenyek az
origora szimmetrikusak.
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4.10 Periodikus flggveények

Legyen D < R, és f: D — R adott figgvény. Az f
fuggveny periodikus, ha létezik peR, p=0 ugy,
minden X €D estén, ha X + p € D akkor

f(X) = F(x+p).

Ekkor a p szamot peridodusnak nevezzUk.




5. EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK NEVEZETES

OSZTALYAI, ELEMI FUGGVENYEK

5.1 Az egyvaltozos valos fuggvenyek nevezetes osztalyai
5.2 Algebrai fliggveny fogalma

5.2.1 Konstans fliggvény
5.2.2 Elsofoku fliggvény
5.2.3 Masodfoku fuggvény
5.2.4 Hatvanyfuggveny
5.2.5 Irraciondlis fliggvények
5.2.6 Negyzetgyok fuggveény

5.3 Transzcendens fuggvények

5.3.1 Exponencialis fliggvények
5.3.2 Logaritmikus figgvények
5.3.3 Trigonometrikus fliggvények és inverzeik

5.4 Egyeb, nevezetes fliggvenyek

5.4.1 Abszoluterték fiaggveny
5.4.2 Signum-fliggvény
5.4.3 Egészrész-figgveny
5.4.4 Tortresz-fuggveny



5.1 Egyvaltozos valds fliggvények nevezetes osztalyai

I. Algebrai fliggvények
Racionalis egész fliggvények (polinomok)
Racionalis tortfuggvények
Irracionalis fliggvények

Il. Transzcendens fliggvények
Exponencialis és logaritmikus fliggvények
Trigonometrikus és arcus fuggvények

lll. Egyéb nevezetes fliggvények
Abszolutérték fuggvény
El6ljel- (vagy signum) fuggvény
Egészrész és tortrész fuggvény



5.2 Algebrai figgveny fogalma

Algebrai fuggvényeknek nevezzik az olyan figgvényeket,
amelyeket a négy alapmuvelet, a természetes kitevojl
hatvanyozas és a gyokvonas véges szamu, egymast koveto
alkalmazasaval adhatunk meg.

e Azokat az algebrai fiUggvényeket, amelyek képletében csak
a négy alapmuivelet és az egész kitevoji hatvanyozas
fordul eld, racionalis fliggvénynek nevezzik.

e Két racionalis fliggvény hanyadosat racionalis
tortfiggvenynek nevezzik.

e Irracionalis fuggvényeknek nevezzik azokat az algebrai
fuggvenyeket, amelyek nem racionalis fliggvények.



5.2 Algebrai figgveéenyek

1.) Konstansfuggveny

2.) Elsofoku vagy linearis fiiggvény
3.) Masodfoku faggvény

4.) Hatvanyfluggvény



5.2.1 Konstans fuggveny

Az fmatematikai figgvenyt konstans fuggvenynek
nevezzik, ha az értelmezési tartomany minden
elméhez az ertékkészletnek ugyanazt az elemet
rendeljik hozza. Szokas nulladfokd flggvénynek is
nevezni.

F:R-R,f(x)=c (ceR) *




5.2.2 Elsofoku fiiggveny

Egy, a valés szamok halmazan ertelmezett f
fuggvény elsofoku, ha van olyan a,b € R,
a=0,hogy f(x)=a-x+0Db i0-




Megjegyzes - Linearis fliggvény

Az f matematikal fliggvenyt linearis fuggvenynek
nevezzik, ha az nulladfokl, vagy elsofoku. A
hozzarendelés szabalya a kovetkezo alakban adhat6
meg: f(x) =a-x+Db

Ha a értéke 0, akkor konstans fliggvényrol
beszélink, és a grafikonja parhuzamos lesz az x
tengellyel. Minden mas esetben metszi azt.

A L linearis” sz0 arra utal, hogy a flggvény
grafikonja egyenes.



5.2.3 Masodfoku flggveny

Egy a valdos szamok halmazan ertelmezett f
figgvény masodfoku, ha van olyan
a, b, c eR, a#0, hogy: Ff(X) =a-x?+b X
+ C. -




5.2.4 Hatvanyfiggveny

. R = R, f(X) = x" (neN) fuggvenyt
hatvanyfuggvenynek nevezzuk.

A fuggveny képet az hatarozza meg, hogy az
n paros vagy paratlan.



5.2.5 Irracionalis fuggvenyek - tortfliggvenyek

A legegyszeriibb  tortfliggvény  az
f:-R\{0} - R, f(xX) = 1/x flaggveny.




5.2.5 Irracionalis fuggvenyek - tortfliggvenyek

Y=




5.2.6 Négyzetgydk fuggvény

Negyzetgyokfuggveny 7 : R* u {0} = R,
f(x) = x¥2, x> 0.

5.




5.3 Transzcendens fuggvenyek

Transzcendens fuggvéenyeknek a nem
algebrai fuggvényeket nevezzuk.

e Exponencialis és logaritmikus fliggvenyek
e Trigonometrikus fliggvények



5.3.1 Exponencialis figgvenyek

Legyen adott a>0, a#1 valés szam. Egy a
valés szamok halmazan ertelmezett szigoruan
monoton [/ flggvényt a-alapu exponencialis
figgvénynek nevezink, ha 7 (x) = a* minden
X racionalis szam esetén. A grafikon az )-
tengelyt a (0;1) pontban metszi.



5.3.2 Logaritmikus fliggvények

Legyen adott a>0, a#1 valds szam. Azt a valds
szamok halmazan értelmezett [/ flggvényt,
amely az a-alapu exponencialis flggveny
iInverz figgvenye alapu logaritmus
flggvenynek nevezzik, és f (xX) = log_x
modon jeloljik.

A grafikon az x-tengelyt az (1;0) pontban
metszi.



5.3.1-2 Az eX és az Inx fuggveny

Wy

flz)=Inzx
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5.3 Trigonometrikus flggvények

Azokat a fluggvenyeket, amelyek az
f (X) = sin x és g (X) = cos X
fliggvényekbol, valamint a valés szamokbol
veéges sok 0sszeadas, kivonas, szorzas es
osztas Gtjan allithaték elo, trigonometrikus
fuggvenyeknek nevezzik.



5.3.1 A sin x fuggveny fogalma

Azt a valos szamok halmazan eéertelmezett /
fuggvényt, amely minden valés szamhoz az
ugyanennyi radian ivmertékl szog sinusat
rendeli  sinus-flUggvénynek nevezzik, és
/ (X)=sIn X madon jeloljuk.



5.3.1 A sin x fuggveny és inverze




5.3.2 A cos x fuggvény fogalma

Azt a valos szamok halmazan eértelmezett /
figgvényt, amely minden valos szamhoz az
ugyanennyi radian ivmeértekld szog cosinusat
rendeli cosinus-figgvenynek nevezzik, és
/ (X)=cos x modon jeldljuk.



5.3.2 A cos x fliggvény és inverze

flz)=rcosx

2
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f(x) = arccosx
T
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5.3.3 A g x figgveny és inverze

Azt a ]-n/2, n/2[ intervallumon ertelmezett /
fuggvényt, amely minden valdés szamhoz az
ugyanannyi radian ivmeértékl szog tangensét
rendeli tangensfliggvénynek nevezzik, es
/ (xX) = tg x modon jeloljuk.



5.3.3 A g x figgveny és inverze

U
____________________ e
2
f(x) = arctg a
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5.3.4 A ctg x fliggvény és inverze

Azt a ]0, =n[ intervallumon ertelmezett /
figgvényt, amely minden valos szamhoz az
ugyanannyi radian ivmeértekd szog cotangensét
rendeli cotangensfliggvénynek nevezzik, es
/ (X) = ctg x modon jeloljuk.



5.3.4 A ctg x fliggvény és inverze




5.4 Egyéb, nevezetes fliggvények

5.4.1 Abszolutértek fiuggvény

5.4.2 Signum (vagy elojel) fliggvény
5.4.3 Egészresz figgveny

5.4.4 Tortrész fuiggvény



5.4.1 Az abszolut-erték fliggveéeny

Az f: R—= R,
‘'x hax>0

f(x):\x\:«'_x hax<0

fuggvenyt abszolut érték fuggvenynek
nevezzUk.

al




5.4.2 Az elojel fliggvény

Az f: R— R, (1, haz=>0
flz) =4 0, ha x =10
—1, hazx <0

Y

777 m

fuggvényt signum vagy elojel figgvénynek
nevezzuk.
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5.4.3-4 Egeszresz- és tortrész fuggveny

Egy X € R szam egeszrészének a nala nem
nagyobb egész szamok legnagyobbikat nevezzik.
Jele: [X]

Egy X € R szam tortrészenek az x - [X] szamot
hivjuk.

Egészrész fuggvénynek az a : R = R,
a (x) = [x] fluggvényt, tortréesz fuggvenynek
[:R =R, t(X) =x-[x] fuggvényt nevezzik.



5.4.3 Egészrész fuggveny
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5.4.4 Tortresz fliggvény




6. FUGGVENY-TRANSZFORMACIOK

6.1 Flggvény-transzformacio fogalma

6.2 Eltolas az ordinata (y tengely) mentén
6.3 Eltolas az abcissza (x tengely) mentén
6.4 Abcissza-tengelyre meroleges k-szoros
nyUjtas

6.5 Az x tengelyre valo tukrozes

6.6 Az ordinatatengelyre meroleges d-szeres
nyujtas vagy zsugoritas



6.1 Flggvény-transzformacid fogalma

A figgvény abrazolasat legtobbszor
megkonnyiti az, ha egyszeribb fliggvények
segitsegevel, tobb lépesen keresztll jutunk el
a grafikonhoz. Ezt az eljarast fuggveény-
transzformacionak nevezzuk.

Tegyuk fel, hogy az f fuggveny grafikonjat
iIsmerjuk a Descartes-féle koordinata
rendszerben.



6.2 Eltolas az ordinata tengely (y tengely) menten

Legyen v rogzitett valos szam. Az f + v, vagyis az
X » (X)) + v, x € D fiuggvény gorbeje az f
fluggvény gorbéjének y irdnyu eltolasaval nyerheto.

I




6.2.1 Példa - eltolas az ordinata tengely (y tengely)

mentén

Abrézolja és jellemezze a  kovetkezo
figgvényeket:

» T(x) = x| -3
e g(X)=x2+1
e h(x) =2x+ 1,5
e |(X) =Inx-2



6.3 Eltolas az abcissza tengely (x tengely) menten

Az X » f(x+u), (x+u) e D, figgveny abraja az
f fuggvény abrajanak az x tengely iranyd
eltolasaval adadik.
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6.4 Abcissza-tengelyre meroleges k-szoros nyujtas

Ak - 7(x), vagyis
az xp, k- X)),
X e Dy,

k > 0 flggvény
grafikonja az

f fuggvény
grafikonjanak

y iranyu k-szoros
nyujtasaval
kaphato meg.




6.5 Az x tengelyre valo tikrozés

A -1, vagyis az x » -f (x), x e D fliggvény
grafikonja az f fuggveny grafikonjanak az x
tengelyre vonatkozo tukorkepe.

W U

Ju= 1)
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6.6 Az ordinatatengelyre meroleges d-szeres

nyudjtas vagy zsugoritas

Az x » f(d-x),d-x € D,fuggvény grafikonjat az
ffaggvény grafikonjanak x-tengely iranyd, az Y
tengelytol szamitott 1/d-szeres valtoztatasaval
kapjuk. Ez 0 < d < 1 esetén nyujtast jelent,
d > 1 esetéen zsugoritast.
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