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|. féléves tematika

 Halmazelmélet, szamhalmazok

e Relacidk és fuggvenyek

e Egyvaltozos valés fliggvények, jellemzojuk,
elemi figgvények

e Sorozatok, sorozatok hatarertéke

e Pénzligyi szamitasok

e Fliggvény hatarérteke es folytonossaga

e Differencialszamitas es alkalmazasai

e Parcialis derivalas, tobbvaltozds fliggvenyek

szelsoerték-szamitasa
e Integralszamitas és alkalmazasai




Halmazelmeleti alapfogalmak



1. HALMAZELMELET

1.1 A halmaz fogalma, jelolések

1.2 Halmazok megadasa

1.3 Részhalmaz, hatvanyhalmaz

1.4 Halmazok szemléltetese (Venn-

diagram)
1.5 Muveletek halmazokkal
(unio, metszet, komplementer,

klonbség, szimmetrikus ktlonbség)



1.1 Halmaz fogalma, jeldlesek

« A halmaz fogalmat nem definialjuk,
tulajdonsagaival kordlirt alapfogalomnak

tekintjuk.

A halmazt alkotd dolgok a halmaz
elemeul.

e Az olyan halmazokat, melynek egyetlen
elemuk sincs Ures halmazoknak
(jeldles: @), azt a halmazt amely minden
elemet tartalmaz alaphalmaznak

(jeloles: U) nevezzlk.



1.1 Halmaz fogalma, jeldlesek

e Véges és vegtelen halmazok
e Matematikail értelemben adottnak
tekintheto halmaz

Dontsik el, hogy az alabbiak kézul melyek hataroznak meg
matematikai értelemben vett halmazt!
H: = { X] x valos szdm és x°=-4 }
K = { a Debreceni Egyetem 50m>?-nél nagyobb helyiségei }
= { primszamok }
{ x| x paratlan természetes szam es x < 10 }
{ a vilag legnagyobb kikoétovarosai }
{ x| x varos és lakossaga 2000. januar 1-jén tobb,
mint 500.000 fo }
P. = { tehetséges matematikusok }

oOz=Zr;
IR



1.2 Halmaz megadasa

Halmazok megadasa:
a) elemeinek felsorolasaval;
b) elemeit a rajuk jellemzo pontos
tulajdonsaggal irjuk le.



Példa: Halmaz megadasa elemeinek felsorolasaval

H:={2;4,6,8,10}

K: = { orrszarvu, orangutan, oroszlan}



Jelblések

| X valos szam és x?=-4 }
| X € R és x?=-4}

H: ={Xx
H: ={Xx

Jelblések:
2 € H ,a ketto eleme a H halmaznak”
3 ¢ H.,a3 nem eleme a H halmaznak”




Példa: Halmaz megadasa tulajdonsagaval

Fogyasztoi elmélet: koltsegvetési halmaz

Tegylk fel, hogy kétféle arucikket szeretnénk
vasarolni: az elsobol x, a masodikbdl y mennyiséget,
és az arak rendre p és Q.

Osszesen m nagysagu osszeg all rendelkezéstinkre
az arucikkek megvasarlasara.



Példa: Halmaz megadasa tulajdonsagaval

e JOszagkosar: az arucikkek mennyiségeibol alld
(X,y) rendezett par.

Joszagkosar értéke: px+qy

Koltségvetési feltetel: px+gqy = m
Koltségveteési halmaz (B) az dsszes olyan
(X,y) joszagkosarbal all, amely kielegiti az
px+qy < m és x=0, y=0 egyenlotlenségeket.

definialo tulajdonsag
.

B={(xy) | px+qy <m, x =0,y = 0}
altalanos elem



Példa: Halmaz megadasa tulajdonsagaval

(0, m/q) pPX+qy=m

/Kt')ltségvetési halmaz

(m/p, 0) X

v




Példa: Halmazok egyenlosege

Két halmaz egyenlo, ha

ugyanazokbol az
elemekbol All.

Mely halmazok egyenlok?
A:={2,4,6,8}
= { paros termeészetes szamok }

{n <10 | n természetes szam és paros }
{ n <10 | n természetes szam es paros }

B:
C:
D:



1.3 Részhalmaz, hatvanyhalmaz

e Részhalmaz, valddi részhalmaz
(Jeldbles: ¢, ©)

e Trivialis részhalmaz

A ,tartalmazas” tulajdonsagai (reflexiv,
antiszimmetrikus és tranzitiv)

- Halmazok egyenlosége (Jelolés: H = K)



1.3 Részhalmaz, hatvanyhalmaz

Hatvanyhalmaz: Egy adott H halmaz 0sszes
reszhalmazainak halmaza.

Jelolés: P(H), 2+



1.4 Halmazok szemléltetése

Venn-diagram

A B A



1.4 Példa halmazok szemléltetésére

Tegyuk fel, hogy van egy dobozunk

s kisgolyokkal es kiskockakkal (nem-kisgolydkkal),
amik lehetnek

A piros vagy sargaszold szintiek (nem-piros
szinlek),

s ehetoek vagy nem ehetoek.



1.4 Példa halmazok szemléltetésére

A Venn- kisgolyo

diagramot
harom kor
alkotja,
amelyek
mindegyike
‘belelég’ a
masik kettdbe.

Ezaltal
keletkezett 7
tartomany.
Mindegyik
tartomanyra
kiilénbdzo
allitasok
igazak.

eheto

piros

Ugyan (haromszor)
két koron is lehet
abrazolni a harom
allitast, de ugy
nem atlathato.
Marpedig a Venn-
diagramot pont ez
utébbiért talaltak
Ki.



A kOzépso Harom masik

tartomanyra mind a ‘kisebb’ tartomany
harom allitas igaz. azon koroknek a
Tehéat ez a tartomany ad tulajdonsagaival
otthont az ehetQpiros bir, amelyekben
kisgolyoknak van, és az

Es maradt a ellentétével

harom annak, amiben
‘nagyobb’ NINCS.
tartomany, Ezek a

amelyre csak tartomanyok

az igaz, adnak otthont
amel;_/ik az ehetetlen piros
alkotja.

kisgolyoknak,
ehetetlen piros

kockak az eheto piros

kockaknak,
eheto sargaszold az ehetd
kockak sargaszold
kisgolyoknak.

ehetetlen sargaszold -
kisgolyok eheto



1.5 Miveletek halmazokkal: unioképzés

A H eés K halmazok egyesitett halmazanak
(unigjanak) nevezzik azt a halmazt, amelynek
elemei a H es K halmazok kozul legalabb az
egyiknek elemel.

Jele: HU K
HuUK={x | x e Hvagy x € K}

Az unidképzes tulajdonsagai (kommutativ,
asszociativ, idempotens)



1.5 Mulveletek halmazokkal: metszetkepzés

A H és K halmazok ko6zos részének
(metszetének) nevezzik azt a halmazt, amelynek
elemei a H és K halmazok mindegyikében benne
vannak.

Jele: HN K
HAK={x | X e Heés x € K}.

e A metszetképzes tulajdonsagai (kommutativ,
asszociativ, idempotens)
e Diszjunkt halmazok



Unio- és metszetképzes tuéajdonsagai

VH, K, LcU

Abszorbcids tulajdonsag:

Hu(MHNK)=H
HNn(HUK)=H

Disztributivitas:

HuK)NnL=MHnNL)U(KNL)
HNnK)uL=MHulL)Nn(Kul)



1.5 Miveletek halmazokkal: halmazok kilonbsege

A H és K halmazok kulonbségén a H dsszes olyan
elemének a halmazat ertjtik, amelyek nincsenek
benne a K halmazban.

Jele: H\ K

H\K={x e H | x ¢ K}



1.5 Miveletek halmazokkal: szimmetrikus kiilonbseég,

komplementer

e A H eés K halmazok szimmetrikus differenciaja a
HAK=H\K)uU (K\H)

e Komplementer halmaz: a H halmaznak az
alaphalmazra vonatkozo komplementere
(kiegészitd halmaza) az U \ H halmaz.

Jele: HS, HE={x e U | x e H}

H\K=HnK®



Tetszoleges H, K, L = U halmazra igazak

1)Ut =g; ¢ =U
2.) (KO =K
3)KUK=U; KNKE =G
4.) ha H = K, akkor H® = K¢
5.) ha H c K, akkor H® < K¢
6.) De Morgan azonossagok:
(HN K)¢=HCU KC®
(Hu K)¢ = H n K¢
7.) H\ K = ¢ akkor és csakis akkor, ha H c K




Az alaphalmazunk legyen a Szabolcs megyel
almatermelo vallalkozdk halmaza. A H halmaz
tartalmazza azokat a vallalkozdkat, akik golden
almat termelnek, a K halmaz azokat, akik jonatan
almat termelnek.

a.) Mindkettot termelik H ~ K

b.) Legalabb az egyiket termelik H W K

c.) Nem termelnek jonatan almat K¢

d.) Nem termelnek sem jonatan, sem golden almat

(H U K)¢
e.) Legalabb az egyik almat nem termelik (H ~ K)©
f.) Pontosan az egyik fajta almat termelik

(HUK)\(HnK)



Bizonyitsuk be, hogy
e HUK)NnL=MHnNL)uU (KNL)
e« H\K=H\(HnK)
e H\(KuL)=MH\XK) N (H\L)

e H\(KnL) =H\K U(H\L



Gazdasagi matematika

Nevezetes szamhalmazok



2. SZAMHALMAZOK

2.1 Természetes szamok halmaza
2.2 Teljes indukcido modszere

2.3 Egész szamok halmaza

2.4 Racionalis szamok halmaza
2.5 Valos szamok halmaza



2.1 Természetes szamok halmaza

Az N = {1, 2, 3, 4, ...} halmazt a természetes
szamok halmazanak nevezzik.

Ebben a halmazban két muveletet értelmeziink:

¥ m, n € N esetén
()n+m e N és
(2)nxme N



2.2 Teljes indukcido modszere

Legyen az A(n) egy n természetes szamtol

fliggo allitas. Ha bebizonyitjuk, hogy

e A(1) igaz, es

e felteve, hogy A(n) Iigaz valamely n-re,
kovetkezik az, hogy A(nh+1) Is Igaz
(indukcids lepées)

akkor az allitas igaz minden n termeészetes

szamra.



2.2 Pelda teljes indukciora

Bizonyitsa be, hogy az els6 n természetes
szam négyzetének dsszege:

nx(n+1)*(2n+1)
6




2.3 Egész szamok halmaza

Az={.,2,-1,0,1,2, ..} halmazt az egész szamok
halmazanak nevezzuk.

Ebben a halmazban harom muveletet
ertelmezunk:

V X,y € Z eseten
X+yel
X-y e/’
X*yel



2.4 Racionalis szamok halmaza

AQ={p/qg]|pqce”Z g+ 0} halmazt a racionalis
szamok halmazanak nevezzuk.

Ebben a halmazban négy miiveletet értelmezink:

vV X,y € Q esetén



2.4 Racionalis szamok halmaza

A racionalis szam tizedes tort alakja véges, vagy
szakaszosan isméetlodo végtelen tizedes tort.

Tétel:

e Barmely véges, vagy szakaszosan ismétlodo
végtelen tizedes tort felirhatd két egész szam
hanyadosakeéent.

e Minden racionalis szam felirhatdo véges vagy
szakaszosan ismétlodo végtelen tizedes tort
alakban.



2.5 Valos szamok halmaza

e Az olyan szamokat, melynek tizedes tort
kifejezése veégtelen, de nem szakaszosan
ismetiodo, irracionalis szamoknak
mondjuk.

e A racionalis és az irracionalis szamok
halmazanak  unigjat valdos szamok
halmazanak nevezzik és R-rel jel6ljuk.



TE




2.5 Valos szamok halmazan értelmezett miveletek

V X,y € R esetén
X+y R
X-y e€R
X*y eR
x/ly eR,y+0



2.5 Valés szamok halmazan értelmezett 6sszeadas es

szorzas tulajdonsagai

V X,y,Z € R esetén

1.) Kommutativ: X +y =y + X

2.) Asszoclativix+ (y+z)=(x+y) +z2
X*(y*z)=(x*y) >z

3.) Disztributiv: (x+y)*z=x*z+y*z

4)3danullaelem: x+ 0 =x

5.) 3 az egyseg elem: x * 1 =x

6.) 3 a negativelem: x + (-x) =0

7) 3 areciprok elem (x1); x¥0 : x *xt =1




2.5 Valos szamok halmaza - definicidok

e A Hc R halmaz felilrol korlatos, ha 3
leR Ugy, hogy az | elem minden H-bell
halmaznal nagyobb, vagy egyenlo.

e A Hc R halmaz alulrol korlatos, ha 3

leR Ugy, hogy az | elem minden H-beli
halmaznal kisebb, vagy egyenlo.

e Ha egy halmaz alulrél és felllrol is
korlatos, akkor korlatosnak nevezzuk.



2.4 Valos szamok halmaza - definicidok

e A H c R halmaz felilrol korlatos, akkor H
felso korlatainak legkisebbikét pontos
felso korlatnak (supremum) nevezzik:
sup H

* AHc R halmaz alulrdl korlatos, akkor a H
also korlatainak legnagyobbikat pontos
also korlatnak (infimum) nevezzuk: inf H.



2.4 Valos szamok halmaza - definicidok

e Ha a H felllrol korlatos halmaznak van H-
beli felso korlatja, akkor ezt a H
maximumanak mondjuk: max H.

e Ha a H alulrdl korlatos halmaznak van H-
beli als6 korlatja, akkor ezt a H
minimumanak mondjuk: min H.



2.4 Valos szamok halmaza — szamegyenes, intervallum

A valos szamok és a szamegyenes pontjal
kdlcsondsen megfeleltethetok egymasnak,
igy a valés szamokat szamegyenesen
szemléltethetjuk.

e A szamegyenesen két adott szam kozé
esO szamok 0sszességét intervallumnak
nevezzuk.



2.5 Valos szamok halmaza — intervallum

e Az | « R halmazt intervallumnak nevezzuik,

haV x,yelesx<z

<yesetén z c I, azaz

’ 1 4 4

barmely két elemével egyiitt a kdztiik 1évo
elemeket Is tartalmazza.

Jelolések:
zart |a,
balrél zart [a,
jobbrol zart ]a,
nyilt ]a,

] ={xeR|a<x<Db}
o[ ={xeR | a<x<Db}
0] ={xeR | a<x<Db}

o[ ={xeR | a<x<Db}



2.5 Valos szamok halmaza — intervallum megadasa

zart
A=[-4,2] —FF—FFF+—

L1 1
1
5 -4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

>

balrdl zart, jobbrdl nyitott

B=[0,1[ ——+—+—+—+——F+—+—+—+—

c=12,5[ ———+—+—+—+—+FF+F+F+—



2.5 Valos szamok kibovitett szamhalmaza

Az R,:= R U {- o0, + 00} halmazt a valos

V{4 y

szamok kibovitett halmazanak nevezzik.

Ebben a halmazban - 00 < + 00 és
minden X € R-re teljesul, hogy - 0 < X < + 0.

A oo szimbolum nem szamot jeldl, igy esetében
az algebrai szabalyokat nem alkalmazhatjuk.



2.5 Mlveletek +oc - nel

Legyen X € R. Ekkor

1) X+ (+0) =4+ 00+ X =+ 00
X+ (-00) =-00 + X =-00
X/ (+00) =x/(-0) =0

2.) ha x > 0, akkor
X*(+00) =+ 00 *X =4 00
X* (-00)=-00*XxX=-00

3.) ha x < 0, akkor
X*¥(+0)=+00* x=-00
X* (-00) =-00*X=+4 00



2.5 Mlveletek +oc - nel

Legyen x € R. Ekkor

4.) (+00) + (+00) = + 00; (+00) * (+00) = + o
(-00) + (-e0) = - ; (-e0) * (-0) = + @
-(+00)= - 00; (+00) * (-00) = - 00

-(-00)= + o0; (-00) * (+00) = - 00



2.5 Amilyen muveletet nem végziink + co-nel

(+00) + (-0)
(-0) + (+0)
0 * (+o0)
0> (-0)
(+00) / (+00)
(+00) / (-0)
(-00) / (+0)
(-00) / (-00)



Koszonom a figyelmet!
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