EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK ES TULAJDONSAGAIK, ELEMI
FUGGVENYEK

1 Ellenorzo kérdések
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Definialja az egyvaltozos valods fiiggvény fogalmat.

Hogyan lehet szemléltetni az egyvaltozos valés fiiggvényeket?

Derékszogh koordinata rendszerben milyen kapcsolat van a fliggvény €s inverze
kozott?

Milyen miuveleteket értelmeziink két egyvaltozos valos fiiggvény koézott, hogyan
értelmezziik ezeket?

Mit neveziink egy adott fliggvény zérushelyének?

Mi a zérushely geometriai jelentése?

Mi az az n-ed foka polinom-fiiggvény (roviden polinom)?

Mit tud mondani egy polinom zérushelyeinek szamarol?

Milyen modszerekkel lehet megkeresni egy polinom zérushelyeit?

Ismertesse a Horner-elrendezés 1ényegét.

. Mit jelent az intervallum felezés modszere?
. Mikor mondjuk, hogy egy fliggvény korlatos?
. Mikor mondjuk, hogy egy fiiggvény monoton? Mikor mondjuk, hogy egy

fliggvény egy adott intervallumon (szigorian) monoton n6? Mikor mondjuk, hogy
egy fiiggvény egy adott intervallumon (szigoriian) monoton csdkken?
Mikor mondjuk, hogy egy egyvaltozos valds fiiggvénynek az értelmezési
tartomanyanak egy pontjaban abszolit maximuma, ill. minimuma van?
Mikor mondjuk, hogy egy egyvaltozos valos fiiggvénynek az értelmezési
tartoméanyanak egy pontjaban helyi maximuma, ill. minimuma van?
Mikor mondjuk, hogy egy fliggvény konvex, ill. konkav?
Mit neveziink egy adott fliggvény inflexios pontjanak?
Mi az inflexids pont geometriai jelentése?
Mit jelentenek a kovetkezék egy fiiggvénnyel kapcsolatban: periodicitas,
parossag, paratlansag?
Adjon meg paros fliggvényt és abrdzolja Descartes-féle derékszogli koordinata
rendszerben.
Adjon meg paratlan fliggvényt és dbrazolja Descartes-féle derékszogii koordinata
rendszerben.
Sorolja fel az egyvaltozos valos fiiggvények nevezetes osztalyait.
Rajzolja fel a tanult alapfiiggvényeket.
Mi az a fliggvény-transzformacid?
Milyen fiiggvény-transzformacidokat ismer, szemléltesse ezeket Descartes-féle
derékszogli koordinata rendszerben.
Dontse el, hogy az alabbi allitasok igazak vagy hamisak-e.

a) Fiiggvénynek nevezziik az egyértelmi relaciot.

b) Egy halmaz pontosan akkor végtelen szamossagu, ha ekvivalens

valamelyik valodi részhalmazaval.

C) Minden iires halmaz véges.

d) A természetes szamok halmaza megszamlalhato6.
Dontse el az alabbi allitasokrol, hogy melyek igazak, ill. hamisak.

a) Egy n-ed foku polinomnak (n-1) gyoke van.

b) Az inflexidos pont a fiiggvény olyan pontja, ahol a fliggvény alaki

tulajdonsaga megvaltozik.
C) A paros fliggvények az y tengelyre szimmetrikus fliiggvények.
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d) Az x®fiiggvény paros fiiggvény.

e) A trigonometrikus fliggvények periodikus fliggvények.

f) A konstansfiiggvény monoton novekvé fiiggvény.

g) A linearis fiiggvénynek vagy nincs zérushelye vagy 1 zérushelye van.

h) Az y=x fliggvényt identikus fliggvénynek nevezziik.

1) A masodfoku fliggvénynek nincs inverze, mert kdlcsondsen egyértelmii
leképezés.

) Az y:% fliggvény képe hiperbola.

k) Transzcendens fiiggvényeknek az algebrai fliggvényeket nevezziik.

I) Az exponencialis fliggvény invertalhato és inverze a hatvanyfiiggvény.

m) Az abszolutérték fliggvénynek az X=0 pontban abszoliit minimuma van
¢és ez a hely egyben zérushely is.

3 Példak

1. Hatarozza meg az f(x) = x* + 3x — 4 fiiggvény zérushelyeit!

Megoldas:
Ez a fliggvény egyszerlien felirhat6 a kovetkezd alakban:

f(x) = x* + 3x — 4 = (x + 4)(x — 1), amelybdl kénnyen leolvashaté, hogy az x; =
—4 ¢és az xo = 1 pontok a zérushelyek. Ezek a zérushelyek megkereshetdk a
masodfokt egyenlet megoldoképletével is, most azonban Horner elrendezéssel
fogjuk megkeresni a megoldasokat. A megoldasokat -4 osztéi kozott célszeri
keresniink (a nulla, -3, 3 nem 0sztoi a -4-nek).

X 1 3 -4
-4 1 -1 0
-2 1 1 -6
-1 1 2 -6

1 4

1 5

1 7 24

Tehat f(-4) = 0 és f(1) = 0, azaz a -4 és az 1 helyen zérushelye van f(x)-nek.

2. Hatarozza meg az aldbbi fiiggvények értelmezési tartomanyat!
a) T(x) =In(1—x). Megoldas: a logaritmus fliggvény valtozdja pozitiv valos
szam (>0), vagyis 1-Xx >0 = x <1 ésxeR.
b) g(x) = x* — 2. Megoldds: X-re semmi kik6tés nincs, x € R

c) h(x) I%. Megoldds: a nevezOben nem allhat 0, mivel 0-val vald osztast
X

nem értelmeziink = X —1 #0, igy x#1, XeR
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d) y=+1-x*.Megolddis: a négyzetgyok alatt csak 0, vagy annal nagyobb

valés szam allhat = 1- x>0, igy 1> x* . Ebbél: -1 < x < 1, xeR..

3. Jellemezze az f(x) = VX +5 —3 fliggvényt.

Megoldas:

Ertelmezési tartomany: D; = {X | XxeR,x> —5}

Ertékkészlet: R, = {y| yeR,y> —3}

Zérushely: az y =f(x) =vx+5—-3=0 egyenletet megoldva adodik, hogy x =4 .
Korlatossag: mivel az értékkészlet alulrdl korlatos, ezért a fliggvény is alulrél korlatos,
als6 korlatja a -3. Mivel feliilr6l nem korlatos a fiiggvény, igy nem mondhato
korlatosnak.

Monotonitas: Szigorian monoton névekvo a [-5,00[ intervallumon.

Sz¢lsoérték: mivel a fiiggvény alulrdl korlatos és alséd korlatjat fel is veszi, ezért also
korlatja egyben globalis minimum is, helye : x = -5, értéke : y=-3.

Konvexitas: a fliggvény konkav az egész értelmezési tartomanyon, ez az elméleti
részben targyaltakbol kovetkezik.

Inflexids pont: nincs.

Parités: a fiiggvény se nem paros, se nem paratlan.

3 Gyakorlo feladatok

3.1 Fiiggvények értelmezési tartomanya, értékkészlete

1. Hatarozza meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat!

1 1
:X2—2 = —_ =
y y x—1 y 2—x?
2x-1 2
= =+1-X =+1-X
x> —5X+6 y y
x—-1 X _sinx

1
=In =1-lgx =lg(x+3
Y= ) y=1-1g y=lg(x+3)
y_x2—2 _1-2x . —4x
3X+2 y x? -1 2X — X2
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T 2X—6 /3x+9
= X—X2 = =
y y 4 —4x y 2X—2
y=+x*-16 y =+/27-3x* y:In(x2—3x—4)
x+1 lg(x +1)

f@=1g=— @)= f) = lglx—4) +1g(x+1)

X

2. Hatarozza meg a valos szdmok halmazéanak az a legbdvebb részhalmazat, amelyen az

alabbi fliggvények értelmezhetdek!

x+1
f(x)=lg(x—4) +1g(x+1) S =lg=— f(x) = 1g(x2 —3x—4)
lg(x+1) V16— x?
S(x)= S@) =3 -9 )=
X gsinx
1-x2
£ =1g3* ~9) ==
l-x
3. Hatarozza meg az alabbi fliggvények értelmezési tartomanyat és értékkészletét!
J1—x2 X 5X — Xx*
y=1-+1-X y= y=Ig
VX% —3x 4
[ 1
y=+vx?*-8x+16 y=x>+x-|x+3 y=
2x+1
e=3lx+1 i :
=|x—=3+|x+ =Vx— =
e * 4 * 4 x? +1
y=+(x-1)7+1 y=4.2% 41 y=Jx—4
. x—-3 3 2
y=2-sinx-1 y= y=x"+3x" +3x

3.2 Fiiggvények zérus-helyének meghatarozasa

1. Hatarozza meg a kovetkezd fliggvények zérushelyeit Horner-elrendezéssel!
8 fi(x)=x*-2x"-5x* +6x [-4.4]
b) fo(x)=x"—3x* —8x* +12x+16 [-44]
¢) fi(x)=x"—34x* +225 [-6,6]
d) fa(x)= x7 +3x% —5x —15x% +4x+12 [— 6,6]
e) f(x)=-x>+2x> +5x—6 [-33]
£) f(x)=—x*—x+3x* +x-2 [-33]
4
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9 f(x)=x>—6x> +32 [-44]
h) f(x)=2x>—6x> —2x+6 [-33]

3.3 Fiiggvények korlatossaga

1. A kovetkezd filiggvények esetében vizsgalja meg, hogy korlatosak-e. Korlatossag
esetén adjon meg egy (also vagy felso, vagy also és felsd) korlatot. Vegye figyelembe

a zarojelben szerepld, értelmezési tartomanyra vonatkozo kikotéseket is.
X+2

a) y=1.3 (x>0)

B ye (x>0)

c) y=x21+2 (—o0 < X < +o0)
d) yzxz)ir2 (—o0 < X < +00)
e y= 1_1)(2 (1< x<+1)

3.4 Fiiggvények paritasa

1. Allapitsa meg parosak, paratlanok, illetve korlatosak-e az aldbbi fiiggvények!
a) f,:Dy =R, f(x)=3-x
b) f,:Dy =R, fi(x)=|x+2
1
1+x
d) fe:Dy =R, f(x)=—(x+2)°+1

c) f,:D¢ =R, f(x)=

4

2

2. Valassza ki az alabbi fliggvények koziil a parosakat és paratlanokat!

i 2% -1
f,(x)=5x%> —7cosx+4,5 f,(x)=2X f.(x)=
1( ) + 2( ) x 3( ) X 11
f4(X)=aX—aix f5(x)=x-sin? x—x* fo(x)= x® —cos x

3.5 Elemi fiiggvények abrazolasa és jellemzése

1. Abrazolja az alabbi f; fiiggvényeket, ha D; =R és a hozzarendelési szabalyok az

alabbiak:

2
fi(x) =2x+3 fo(X)=x+3 f3(x):—§x+3
3 3 3
f,(X)==—x+2 fo(X)=—=x f.(X)=—x-3

) =X+ (=", 0=,
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2. A normal parabola transzformalasaval abrazolja az alabbi f; fliggvényeket, ha

D; =R és a hozzarendelési szabalyok az alabbiak:

() =—x*+3 f,(x) = (x+2)° fs(X)Z%Xz_4

f,(x)=—2(x—3f +5 fs(x) = x* —x+1
fo(X) =3x% +8x+2

3. Kozos koordinata-rendszerben abrazolja az alabbi f; fiiggvényeket, ha Dy =R ¢és a
hozzéarendelési szabalyok az alabbiak:

f(0) =[x-3-1 fz(x):—%|x+]4+3 Fy(X) = —2x+5|+ 4

f,()=2" -3 fy(x) =2 fG(x):%-BX

4. Abrizolja az aldbbi f, fliggvényeket, ha D; =R és a hozzarendelési szabalyok az

alabbiak:

f,(x) =sinx f,(X) =2sinx-1 f3(x) =—sin 2x

f,(x) =sin| x— = f5(x):lcosx+2 fe(x):|cosx|+E

2 2 2
5. Abrazolja az alabbi fiiggvényeket és hatirozza meg az értelmezési tartoméanyukat és

értekkészletiiket.

y = 2X y=x° y=x°

y =+Jx y=+Jx* +1 y=2"
(3x—5) ha(x<2) 1

’ {(1— x)  ha(x)2) V=t v

y:‘XZ_q y =[2x-1-|x y:‘x2—6x‘

6. Az alabbi f; fliggvényeket a valds szamok valamely részhalmazan értelmezziik.
Allapitsa meg azt a legbdvebb értelmezési tartoméanyt, amely az f; (X) hozzéarendelési

szabalyhoz tartozhat, és abrazolja az f; fiiggvényeket!

fl(x)=%—3 fz(x)=xi_5+1 £,(0) = 24X + 2
f,(x)=v1-x f-(x)=v/x+3-1 f5(x) = log,(x +1)

7. Hatarozza meg az alabbi f; fiiggvények értékkészletét és inverz fiiggvényét!

Abrazolja a fiiggvényeket és inverz fliggvényeiket ugyanabban a koordinata-
rendszerben!
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fl:Dflz[—S,G]:fl(x):—§x+5 f, 1Dy, =[-54]: f,(x) =Vx+5-3
fs: Dy, =R: f5(x) =2 f, 1Dy, =R\{L}: f(x)_—1

8. Abrazolja az alabbi fiiggvényeket és irja le a menetiiket!
a) fi(x)= X +[X
b) f,(x)=[2x-1+]2x+3|
) fa(x)=x-2x+1

x> hax<1
d) f4(x)={
—-x° hax>1

e) f(x)=2x°
f)  fo(x)=x*-2

9. Abrazolja és jellemezze az alabbi fiiggvényeket!
8) f(x)=]x?~Tx+10
b) f(x)=—(x-1F+4
¢) f(x)=2"+2

d) f()c):x2 —6x+5
e) f(x)=lx+1-|x-2

f) fx)=lx+2-
9) f(x)=lx+3-
h -x+3 ha x<I1
) S = 2x ha x>1
10. Abrazolja az alabbi f; fiiggvényeket, ha D; =R és a hozzarendelési szabalyok az
alabbiak:
f (X) =2x+3 fz(x)=%x f3(x)=—§x+3 f,(x)=2-3x

11. A normal parabola transzformaldsaval abrazolja az alabbi f; fliggvényeket, ha
D; =R és a hozzarendelési szabalyok az alabbiak:

f,(x)=-x*+3 f,(x)=(x+2)" -2
f3(x):%x2—4 f(x)=—2-(x=3)° +5
fs(x) =x% —x+1 fo(X) = —x> +8x+2
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f,(x) =x* —2x fo (X) = 4x — X2

12. Abrazolja az aldbbi f; fiiggvényeket, ha a hozzarendelési szabalyok az alabbiak:

-1 2
f(x)=——+2 f,(X)=———2
1 (%) =3 2(X) 3 x
2x+4 2
f3(x) = f,(x)=2-=
3(X) 30 +(X) »

13. Az alabbi f; fliggvényeket a valds szamok valamely részhalmazan értelmezziik.
Allapitsa meg azt a legbdvebb értelmezési tartoméanyt, amely az f; (X) hozzéarendelési

szabalyhoz tartozhat, és abrazolja az f; fliggvényeket!

f.(X) = 24X +2 f,(x) =v1—x
fo(X) =+/x+3-1 f,(x)=—vVx-2-1
14. Abrazolja a kovetkezd fliggvényeket!
f,(x)=-2"+3 f,(x)=3"+2
l X+2 1 x-1
fS(X):(Ej -1 f4(x):(§j +3
fe(x)=—lg(x-2)+2 fs(x) =log,(x+1) -2
f,(x)=log,(x—2)-3 fg(x)=—log, x+2
2 2

15. Allapitsa meg milyen fiiggvényekbdl tehetok Gssze az alabbi Osszetett fiiggvények,
abrazolja dket és hatdrozza mega D; és R, értékeket is!

f,(x)=sin(3x +1) f,(x)=v4x* —12x+5

1
folX)=2——F—— f (X)=cosvx+2
W= iz ) ’



