HALMAZOK, NEVEZETES SZAMHALMAZOK
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Mit erttink halmazon?
Hogyan adhatunk meg egy halmazt?
Mikor mondjuk, hogy két halmaz egyenl6?

Legyen a H és K tetszéleges két halmaz. Mikor mondjuk, hogy a H halmaz
részhalmaza a K halmaznak?

Mit értlink trivialis részhalmazokon?

Definialja a hatvanyhalmaz fogalmat.

Hogyan szemléltethetjiik a halmazokat?

Mit értlink két vagy toébb halmaz egyesitésén és milyen tulajdonsagokkal rendelkezik?
Mit értlink két vagy tobb halmaz metszetén és milyen tulajdonsagokkal rendelkezik?

. Mit értink disztibutivitason az egyesités és metszetkeépzés szempontjabol?
. Mikor mondjuk, hogy két vagy tébb halmaz diszjunkt?

12.
13.
14,

Adjon meg diszjunkt halmazokat.
Mit értlink két halmaz kilénbségén, milyen tulajdonséagokkal rendelkezik?

Definialja a komplementerhalmaz fogalmat, és adjon meg néhany, a komplementerre
vonatkozo tulajdonsagot.

Mit mondhatunk egy halmaz komplementerének komplementerérdl?

Igaz-e minden halmazra, hogy (H\K)U (K\H))c HUK?

Milyen kapcsolat van a H és a K halmazok kozétt, haH\K =@ és H U K =H?
Milyen kapcsolat van a H és a K halmazok koz6tt, haH\K =@ és H N K =H?
Milyen kapcsolat van a H és a K halmazok kozétt, haH\K =@ és K\ H = @?
Venn-diagram segitségével dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok!

A\ (BNC)=(A\B) U (A\C)

(ANB) \ C=(A\C) U (B\C)

Mit értiink természetes szamokon? Milyen miiveleteket végezhetiink a természetes
szamok halmazan?

Mit értiink az egész szdmokon? Milyen miveleteket végezhetiink az egész szamok
halmazan?

Definiélja a racionélis szamok halmazat. Milyen miiveleteket végezhetiink a racionalis
szamok halmazaban?

Mik azok az irracionalis szamok?

Definidlja a valdés szamok halmazat. Milyen alapmiiveleteket végezhetiink a valos
szamok halmazéan?

Adja meg a valos szamok halmazéban értelmezett 6sszeadas és szorzés tulajdonsagait.

Legyen H egy valds részhalmaza a valds szamok halmazanak, Mikor nevezzik a H
halmazt feliilrol, ill. alulrdl korlatosnak?

Definialja a H halmazt (ha a H egy valds részhalmaza a valds szamok halmazanak)
pontos also, ill. pontos felsé korlatjat.

Mit értiink egy H feliilrél korlatos halmaz maximuman?
Mit értlink egy H alulrél korlatos halmaz minimuman?
Adja meg az intervallum fogalmat.
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34. Hogyan kell intervallumot megrajzolni, majd szdmhalmaz formaval megadni?
35. Dontse el az alabbi allitasokrdl, hogy igaz vagy hamis-e?

a) Barmely szakaszosan ismétlodé végtelen tizedes tort felirhatdo két egész szam
hanyadosadként.

b) A racionalis szamok végtelen tizedes tort alakban irhatok fel.

c) Haa H (cR) alulrdl korlatos halmaz, akkor alsé korlatainak legkisebbikét
pontos also korlatnak nevezziik.

d) Egy H halmaz maximuma pontosan akkor létezik, ha a H halmaz pontos
fels6 korlatja a H halmazban van ¢és ekkor supH=maxH.

e) Minden valos sz&mnal van nagyobb természetes szam.
2 Példak

1. Legyen H ={x e Z | -6 < x <10}. Valamint A={x e H | x paros},
B={xeH |x primszam} és C ={x e H ||X < 5}.

e Szemléltesse ezeket a halmazokat Venn diagramon!
e Hatarozza meg a kdvetkez6é halmazok elemeit:

A-B;(AUB)-C;(AnC)u(B-C);(B-A)UC.

e Irjon fel halmazmiiveletek segitségével 1, 2, 3, 4 és 5 elemii halmazokat!
Megoldas:
A-B={-6,-4,-2,0,4,6,810}; (AUB)-C ={-6,5,6,7,810}
(AnC)u(B-C)={-4-2,0,2457};(B- A)UuC ={-6,-5,6,8,9,10}
1=|AnBAC|=|(BNC)-A; 2=[B-(AuC)=[AUBUC]; 3=|C-(AUB)
4=|A-(BuC)]=|[(AnC)-B 5=|AnC|

2. Bizonyitsa be, hogy ( HUK)NL=MHNL)U (KNL).
Megoldas:

Legyen(HUK)NL=Aés(HNL)U (KNL)=B. Ha belatjuk, hogy A€ BésB <
A, akkor igaz, hogy A = B.

(1) El6szor lassuk be, hogy A < B.

Tegyuk fel, hogy x € (H U K) N L. Ez azt jelenti, hogy x € (H U K) és x € L,
vagyisx e Hvagy x e K, ésx e L.Haxe Hésx € L, akkorx € (HN L).

Hax € Késx €L, akkorx € (KN L).Igyxe (HNL)vagy x € (KNL),
azazxe(HNL)uKNL).

Ebbol kovetkezik, hogy ( HUK)NLS (HNL)u (KNL).

(2) Most lassuk be, hogy B < A.

Legyen most x € (HN L) U (K N L). Ez azt jelenti, hogy x € (H N L), vagy
xe(KNL).HaxeHNL), akkorx e Hés x € L. Hax € (K N L), akkor x € K
és x € L. Ennélfogvax € Hvagy x e K, ésx € L. lgyx € (HU K) és x € L, azaz

X € (H U K) N L, igy belattuk, hogy (HNL)U(KNL)S(HUK)NL.

Tehat a két halmaz egyenld.
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3. Legyen adott az U alaphalmaz és legyen H,K,L < U. Bizonyitsa be, hogy az (1), (2)
¢és (3) egyenldségek fennallnak.
(DOH\K=H\(H N K)

(2)H\(KUL)=(H\K)N H\L)
(BA)H\(KNL)=(H\K)U (H\L)

Megoldas:
(DH\(HNK)=HN HNK)°=HN (H°U K°) =
=HNH)Y)UMHNK) =T UMHNK)=HNK =H\K;
(2) H\K)NH\L)=HNK)NHNL)=HNK NH) NLE=
(HNKH)NLE=HN K NL)=HNKUL)=H\(KUL);
B)H\(KNL)=HNKNLE=HNK ' UL)=MHNK)UHNLS=
(H\K)u (H\L).

3 Gyakorlé feladatok

3.1 Halmazok definicioja, megadasa

1. A kovetkezé definiciok koziil melyek hataroznak meg egyértelmiien egy-egy halmazt?
a) A= {a csoport z‘anu/o’i}

b) { Magyarorszag varosai ma}

c) C= { Pilinszky Janos versei}

d D= {a temeszetes sza'mok}

e) E= {a természetes szamok ha/maza}

f) F= {az X* —5x+ 6 = 0 egyenlet valds gyo"kei}
9) G= {az X +1=0 egyenlet valds gya”kei}

h) {a pr/’mszémok}

i) /= {a legnagyobb pr/’msza’m}
) J= {néha’ny pr/’mszém}

2. Adja meg a kovetkezd halmazok elemeit!
a) A= {a 100 — nal kisebb négyzez‘szémok}

b)

—~

a 10 — nél kisebb negyzez‘szamok}

1
c) C= azXT = 2 egyenlet pozitiv gyokel }

x-1
d D azT = 2 egyenlet pzitiv gyokeinek a szama}
E=

I
f—"—\/—/%r—J;\

az X —2x< 0 egyenlétlenséq egész gyo"kei}
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) F= {a hdromyegyii paratlan szamok ha/maza}
g) G-= {729 pozitiv oszto’i}
hy H:= {Az x—3 < 4 egyenldgyaség pozitiv egész megoldésai}

) |:= {Az X _j > 0 egyenldgyaség egész megoldésai}
X+

2 f—
oJ= {Az LX;(S < 0 egyenlégyaség egész megoldésai}
X+

3. Vilasszuk ki a kdvetkezd halmazok koziil az egyenldket!
a) A= {a legkisebb pr/'mszém}

b) {egy primszam pozitiv osztoinak szama }

c) {azx3 2x* =0 egyenlet valds gyoke/}

d) {azx3 2x% =0 eqyenlet valds gyokeinek a szama}

e) E=1{a(02) szmpar|

) F= {a 1 és3 kGzé es6 pdros szamok}

g) G= {az X% =1 egyenlet valds gyoke'/}

h) H.= {azx 0 és y= 2 egyenletii egyenesek metszéspontfainak koord/nata/}

3.2 Venn-diagram

1. lgazolja az X alaphalmaz A B, C részhalmazaira az alabbi egyenldségeket Venn-
diagram segitségével.

a) A\(A\B=B\(B\A
b) (AAO\(B\O)=(A\B\C
C) (A\C) (B\O)=(AuB\C
d (AON(B\O=(AnB\C
e) (AuBNC=(ANO)uU(BN O
f) AU B= An B
g AnB=AUB
h) AU B= Au(BNA)
i) A(BUO=(ABN(AO

2. Legyen A={-2-101234} é B={8- ndl nemnagyobb pozitiv paros szimok} .
Szemléltesse a halmazokat Venn-diagramon! Hatarozza meg az An B B\ A
halmazokat!

3. Legyen A={-2,-101234} és B= {aB—na’/ nem nagyobb pozitiv paros szémok}
. Szemléltesse a halmazokat Venn-diagramon! Hatirozza meg az An B B\ A
halmazok elemit!
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3.3 Miiveletek halmazokkal

1.

Alaphalmazunk legyen a H-B. megyei mezdgazdasagi vallalkozok halmaza. Az A
halmaz tartalmazza azokat a fenti halmazbol, akiknek van traktoruk, a B halmaz
tartalmazza azokat a fenti halmazbol, akiknek van kombajnuk Irja fel halmazelméleti
miuveletekkel azon vallalkozok halmazat, akik

a) mindkettovel rendelkeznek,

b) legalabb az egyikkel,

€) nincs traktoruk,

d) egyikkel sem rendelkeznek,

e) csak traktorral nem rendelkeznek,

f) legalabb egyikkel nem rendelkeznek,

g) pontosan egyikkel rendelkeznek.

Legyenek az A halmaz elemei 16 pozitiv 0sztdi, a B halmaz elemei 24 pozitiv 0sztdi,
a C halmaz elemei 12 pozitiv osztoi. Hatarozzuk meg az Au B, BUC, CU A
halmazokat. Lesz-e a kapott halmazok kozott két egyenlé halmaz?

Adjon meg az A= {10,20,30} halmazhoz olyan B,C és Dhalmazt, hogy az alabbi
osszefiiggések igazak legyenek! AU B={10,20,30,4050}, An C={20}, A\ D=

Legyen A= {tiznél kisebb pozitiv egész szimok}, B=1{1,2,3456,1617,1819,20} és
C=1{1,351011121314,1520}. Hatarozza meg az aldbbi halmazok elemeit:
An B, B\( AU O), (A~ O\ B, A\ C!

Az M=1{123456} halmaz ABésC részhalmazair6l az alabbiakat tudjuk:

An B=1{2},(Au B~ C=1{56}, A\ C={2,34}, C\ B={15}. Hatarozza meg az
A B és C halmazokat!

Legyen az A a budapesti hdzasparok, B a budapesti nds férfiak, C a budapesti
férjezett nok halmaza. Allapitsa meg, hogy igazak-e a kovetkezo allitasok?
Bc A

BuC=A
Hatarozza meg az A= {nu//a‘ra Végz0d6 egész szzz‘mok} és

B= {5 — tel oszth ato egész szémok} halmazok kilonbséget!

Legyen az alaphalmaz H = {X e 40< x< 25}. Legyen tovabba adottak a kovetkezd
halmazok: A= {Xe /—4)( pa’ros} : B= {XE /-AXeg)y'egyz’i szém} :

C= {Xe /—4 8,9,10,11,12} . Hatarozza meg az (AN B\ C, (AU B) m(/_él\ C), (Z‘u _B)
halmazok elemeit és szamossagat!
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9. Legyen az alaphalmaz H= {X € Z‘ | X < 10}. Legyenek tovabba adottak a kovetkezd
halmazok: A= {X € Mnegat/’v szémok} : B= {x € /—4 Paros szémok} ,
C= {x € /-44 — gyel oszth ato szémok} :

a) Hatarozzamega B\ C, An C, AU Bu C halmazokat!

b) Hatarozza meg az a)-ban megadott halmazok szamossagat!
c) Irjon fel a H-nak olyan részhalmazait, melyek egyenl szamossaguak!
d) Hatarozzamega BN C és Bu C halmazokat!

10. A megadott halmazokkal végezze el a kijeldlt miiveleteket!
a) X= {az eqyetem 1. éVf. altalanos agrarménck hallg ato’i}

A= {az éviolyaml8 (sl csoportja}
B= {az évifolyaml8 fJs 2. csoporrja}
C= {azl. csoport15 13 fiu hallg ato’ja}
AuB BN C, A\C, B C

b) N

X=

A= { pr/’mszémok}

B= { pozitiv pa’rosak}

C= {a 2 pozitiv egész kitevdjii haz‘vényai}
ABUC C\ACNA A~ B

X

[
N

d X=2Z2
A= {a‘a oszth ato 3 — ma/}

= { b oszth ato5— fe/}
{40 pr/’m}
{15,30,45,90}
CAA A B BAD,(A~NC)UD

B
o
D
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Allapitsa meg, hogy az XY sik mely pontjaival szemléltetheték a kovetkezd
halmazok?

A {(X,JaeRz‘x“—y“ =0}

B= {(Xy) e RZ‘X> 0, y>0, X+ y< 4}

Az A= {x e X< 3} és B= {a 8 — ndl nem nagyobb nem negativ paros szzz‘mok}
halmazokkal végezze el az alabbi miiveleteket: AN B, Au B, A\ B.

Legyen az alaphalmaz a H={xe A4-5< x<13} és az ezen értelmezett A B és C
halmazok az alabbiak:
A={-3-2,0,359}

B= {Xe /—4xoszth aro3 - ma/}

C={xeHx<3|

a) Keszitsen Venn-diagramot a halmazokrol!

b) Hatarozza megaz (Au C)\ B és Bu C halmazok elemeit és szamossagat!
C) Miveleti jelek felhasznalasaval irja fel a A halmaznak olyan részhalmazait,
melynek szdmossaga 4.

Legyen adott az A= {XG /?1)(2 +2x-4< O} és B= {Xe R{xz +4x-1< 0} halmaz.
Hatarozza meg az Au B és An B halmazokat!

Legyenek az A B, C halmaz elemi az alabbi gyiimélcsnevek betiiinek a karakterei.
A={ ALMA,, B={BANAN|, C={CITROM} .
a) Hatarozza meg az A B, C halmazok szamossagat!

b) Hatarozza meg az ( Au B)\ C halmaz elemeit!
c) Az elemek felsorolasaval irja fel a B\ A halmaz 6sszes részhalmazat!

Hatarozza meg az AN B halmazt, ha A={xe M2x<4x-6} és
B={xe Mdx—11<2x+11}!

Az A halmaz legyen a (0,0), (1,0),(11), (0,1) koordinatapontokkal adott négyszéglap
pontjainak a halmaza, a B ponthalmaz legyen (0,0), (1,1),(0,2) koordinataja cstcsok
altal meghatarozott haromszoglap pontjainak a halmaza, a C halmaz pedig legyen a
(0,-1), (1,0),(0,1) cstcspontokkal adott haromszoglap pontjainak a halmaza. Milyen
alakzatot hataroznak megaz Au B, Bu C, Cu Aés (AU B) U C halmazok?

Legyen A a 2-vel oszthato kétjegyli szamok halmaza, B a 3-mal oszthaté 100-nal
Kisebb pozitiv szdmok halmaza, C pedig a 30-cal oszthaté egész szdmok halmaza.
Hatarozzamegaz Aés B, Bés C, C és Ahalmaz kdzos részét!
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19. Jeldlje (X, ﬁ-nal a koordinatasik tetsz6leges pontjanak koordinatait. Legyen A, B és
C rendre az olyan (X,ﬁ koordinatakkal rendelkezd pontok halmaza, amelyekre

1
‘X+”S1,‘X—”Sl ill. MSE' A sik milyen tartoményait hatdrozzak meg az
An Bés(An B) N C halmazok?

1
20. Legyen D= {(X y) € #X ceR ycRésIx< E}'AZ elébbi feladat feltételeit hasznalva

hatarozza meg az ( An B) n(Cn D) halmazt.

21. Abrazolja derékszogii koordinata-rendszerben azoknak a P(x)) pontoknak a
halmazat, amelyekre:

a) |)4+M=1

b) |)4+M>1

c) |)4+M+‘X+y{:2

d X+ <4

e) (x—2)%+(y+3)° <16

22.Az A és B halmazokrdl tudjuk, hogy Au B={123456}, A\B={246},
An B= {13} . Hatarozzameg az Aés B halmazt!

23. Egy irodahazban harom légkondicionalo miikodik. Jelolje az A halmaz azokat a
napokat, amikor az els¢ miikodik, jelolje B azokat a napokat, amikor a 2. miikddik és
C-vel jeloljiik azokat a napokat, amikor a 3. miikodik. Fogalmazzuk meg, hogy milyen
napokat jeldlnek a kovetkezd halmazok:

a) AnBnC,
b) ABUC ,

C) ANBANC,
d) AuBUC,
e) ANBANC,
f) C.
24. Hany elemi az alabbi két halmaz unidja ill. metszete?
A= {7 — tel oszth ato kétjegyii sza’mok}
B= {3 — mal oszth ato kétjegyii sza’mok}
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3.4 Részhalmaz

1. Irjafel az {1,2,3} halmazok Gsszes részhalmazat!

2. Tekintsiik a kovetkezd halmazokat:
A={xeAx —5x+6=0, x<0}
B= {X € E{xz — vel oszth ato egész sza’m}

C={xeRx=6k+1 ke NU{0}]
p={xeAX3>0)

Allapitsa meg, hogy A B,C és D halmazok koziil melyik részhalmaza N-nek és
melyik nem!

3. Igazolja, hogy egy 53 elemli halmaznak ugyanannyi 16 elemi részhalmaza van, mint
ahany 37 elemd.

4. Hany elemi@i az a halmaz, amelynek legalabb 1000-rel tobb részhalmaza van, mint
eleme?

5. Hanyszor annyi 3 elemil részhalmaza van egy 10 elemii halmaznak, mint ahdny 2
elemii?

3.5 Bizonyitasok
1. Bizonyitsa be, hogy Ac B esetén Au B= B!

2. Bizonyitsa be a két halmaz egyenléségét!
A\ B= An B
a) (AuBNC=(ANCO)uU(BN O
b) (AA\B\C=(A\O\(B\O)
c) A\B= A\(AN B
d A(BUO=(ABnN(A O
e) A(BNCO)=(ABU(A QO

3.6 Nevezetes szamhalmazok

1. Legyen A= {/7 € Mn pa’ros} , B={ne Mn<4}, C={ne Mn>2}. Allapitsa meg,
hogy mik lesznek az X =[ A\(Bn O] U[( A\ B)\ C] halmaz elemei?

2. Tekintsik a nevezetes szamhalmazokat a szokasos jelolésiikkel. Adjuk meg a
kdvetkezd halmazokat: NZ, QuUQ", R\Q, Q\Q", Q\Q".
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3. Legyen az alaphalmaz a természetes szamok halmaza. Adottak a kovetkezd halmazok:
A ={paros szamok}, B :={pératlanszamok}. Adja meg a kovetkezd halmazok

elemeit:
a) (AUB)N(ANB)U(ANB),
b) (A\B)U|AnB)\(AUB)|,
) (A\(BUA)N(AUB).
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