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Bevezeto gondolatok

Az un. felsbbb matematika egyik
alapfogalma a hatarérték, mely viszonylag

kdnnyen megeéerthetd a (szam)sorozatok
tanulmanyozasaval.



7.1 Sorozat definicioja

e A sorozat egy specialis fiiggveény.

e A sorozat valos szamok egymasutanja:
1; V2; 1/3; Va; 1/5; ...

A matematikaban hasznalatos a sorozat szo akkor

is, amikor az elemek nem valds szamok (algebrai
kifejezések, fliggvenyek stb.).

e Mi csak a valdos szamsorozatokkal
foglalkozunk.



7.1 Sorozat definicioja

A természetes szamok halmazan értelmezett
valos értéku:

a.N—->R
fliggvényt valos szamsorozatnak (roéviden
sorozatnak) nevezzik.

e A sorozat jeldlésére az (a,,) szimbdlumot hasznaljuk.

e A sorozatot mindig végtelen sok elembol allonak
értelmezzik (altalaban az analizisben).

e A véges sok elemiu sorozat altalanos értelemben vett,

vagyis a vegtelen sorozat része (altalaban a
gyakorlatban).



7.2 Sorozat megadasa

o Szobeli kozléssel: A sorozatot az egész
szamok negyzetei alkotjak (0; 1; 4;
9: 16; ...)

e A sorozat egy részének konkrét
megadasaval:
(0; 2; 4;6;8; ...)

o Keéplettel, azaz megadjuk az altalanos
(n-edik) tagot:
a, =5-2n?



7.2 Sorozat megadasa

e Rekurzioval: megadjuk a sorozat
nehany kezdo tagjat, majd eloirjuk,
hogyan kell a sorozat barmely tagjat az
elozoek ismeretében kiszamitani

a;=a,=1; a,=a, +a,, (n= 3,4, ... )

(Fibonacci sorozat)



7.3 Sorozatok szemléltetése

e A sorozat egy specialis fiiggvény, Iigy
szemléltethetjik koordinata
rendszerben.

(0,)=""*




7.3 Sorozatok szemléltetése

e Szamegyenesen megjeloljik a sorozat
tagjait és az igy kapott pontsorozatot
tekintjik a sorozat kepéenek.

HIE*



7.4 MUveletek sorozatokkal

Definicio. Legyen adott az (a,,) és a (b,,) sorozat. Ekkor

(1)

a két sorozat osszege a ¢, = a, + b, (Vvn € N) képlettel értelme-
zett (¢, ) sorozat,

a két sorozat kiilonbsége a ¢, = a, — b, (¥n € N) képlettel
értelmezett (¢, ) sorozat,

a két sorozat szorzata ac,, = a,, -b,, (Vn € N) képlettel értelme-
zett (¢, ) sorozat,

a két sorozat hanyadosa a ¢, = —, b, # 0 (vn € N) képlettel

értelmezett (¢, ) sorozat,

egy sorozat A € R skalarszorosaac,, = A-a,,, (Vn € N) képlettel
értelmezett (¢,,) sorozat.




7.5 Sorozatok tulajdonsagai

e Az (a,) sorozat monoton novekedo, ha
minden neN esetén fennall: a, < a, ..

e Az (a,) sorozat szigoruan monoton
novekedo, ha minden neN esetén fennall:
a, < Apyq-

e Az (a,) sorozat monoton csokkeno, ha
minden neN esetén fennall: a, > a,, ;.

e Az (a,) sorozat szigoruan monoton
csokkeno, ha minden neN esetén fennall:
a, > apyq-



7.5 Sorozatok tulajdonsagai - Monotonitas vizsgalata

Az a..-a, kilénbség vagy az a..,/a,
hanyados vizsgalataval ( V ne N esetén)

> 0, akkor az (a,,) sorozat monoton no,
Ap41 — Ap =

< 0, akkor az (a,,) sorozat monoton csokken;

tovabba ha a,, > 0 és ¥n € N-re

-

< 1, akkor az (a,,) sorozat monoton csokken.

it > 1, akkor az (a,,) sorozat monoton no,



7.5 Sorozatok tulajdonsagai - Korlatossag

e Az (a,) sorozatot alulrol korlatosnak
mondjuk, ha értékkészlete alulrdl korlatos,
azaz letezik keR ugy, hogy k < a,, minden
neN eseten.

e Az (a, sorozatot feliilrol korlatosnak
mondjuk, ha értékkeszlete feliilrol korlatos,
azaz létezik KeR ugy, hogy K > a , minden
neN eseten.

e Az (a,) sorozat korlatos, ha alulrdl és
feltlrol is korlatos.



Megjegyzések- Korlatossag

Ha egy sorozat korlatos, akkor végtelen sok
corlatja van, hiszen minden alsé korlatnal
Kisebb szam is also korlat, és minden a felso
orlatnal nagyobb szam is felso korlat.




7.5 Sorozatok tulajdonsagai — Pontos also- és felso

korlat

e Az (a,) alulrdl korlatos sorozat legnagyobb
also korlatjat az (a,) sorozat pontos also
korlatjanak vagy infimumanak mondjuk,

jele: inf (a,)

e Az (a,) fellilrol korlatos sorozat legkisebb
felsd korlatjat az (a,) sorozat pontos felso
korlatjanak vagy supremumanak mondjuk,

jele: sup (a,)



7.5 Sorozatok tulajdonsagai — Maximum €s minimum

e Az (a,) sorozat minimuma a sorozatnak
az az a,, tagja, amelyre minden neN
esetén teljesil, hogy a < a..

e Az (a,) sorozat maximuma a sorozatnak
az az a,, tagja, amelyre minden neN
eseten teljestil, hogy a,., > a..



7.5 Példa — sorozatok jellemzése

Jellemezze a kovetkezo sorozatokat
(monotonitas, korlatossag, szélsoertek)




7.6 Konvergencia definicioja

a1po ar g4 a3 as aq
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A korlatossag vizsgalatat célszerl 6sszekotni a
konvergencia vizsgalataval.

1.) Konvergens: ,, 0sszetart, k6z0s cel fele halad".
2.) A sorozatok koziil néhanynal észrevehetjik, hogy
a tagok egy vagy tobb szam koril surdsodnek,

torlodnak, konvergalnak.



7.6 Konvergencia definicioja

Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat konvergens és
natarerteke az AcR szam, ha minden ¢ > 0-hoz
étezik NeN (e-tdl fliggd) szam ugy, hogy

a,- A | < e minden n > N esetén.

1.) Azt, hogy az a, sorozat hatarértéke az A szam igy
jeloljik:
lima, =A

n—ao

2.) A fenti jelolés mellett szokas meg alkalmazni az
a,— A (n—wm) jelolést is.



7.6 Konvergencia - definiciok

e Azt mondjuk, hogy az (a,) sorozat
divergens, ha nem konvergens.

e Az (a,) sorozatot nullsorozatnak nevezziik
ha konvergens €s hatarertéke a 0.



Bizonyitsa be, hogy az (a,) sorozat konvergens
és hatarertéke 2.

_2n+4
n+1

a

n



7.7 Hatarértek-szamitashoz kapcsolodo tételek

e A hatarerték mindig egyértelmdi.
e Minden konvergens sorozat korlatos.

e Ha az (a,) sorozat monoton ndvekedo és
fellilrol korlatos, akkor konvergens és

lima, =sup(a,)

n—ao

e Ha az (a,) sorozat monoton csékkenod és alulrol
korlatos, akkor konvergens és

lima, =inf(a,)
Nn—0



Jellemezze az (a,) sorozatot monotonitas és
korlatossag szempontjabdl és adja meg a
sorozat hatarérteket:



7. 7 Sorozatok hatarértékének kiszamitasara vonatkozo

tetelek

e Legyenek (a,) és (b,) konvergens sorozatok.
Ekkor az (a b,) is konvergens és

Iimn—mo(an. bn) — (Iimn—>ooan) ' (Iimn—>oobn)

e Ha az (a,) konvergens sorozatok és
lim__,_(b,) #0. Ekkor az (a./b,) sorozat is
konvergens és

im,,.(a,/ by) = lim,_,.a,/ lim, b,



7. 7 Sorozatok hatarértékének kiszamitasara vonatkozo

tetelek

e Legyen (a,) és (b,) konvergens sorozatok.
Ekkor az (a,+b,,) is konvergens é€s
lim,_,.(a,+b,) = lim,_,_(a,) + lim,_,_(b,)
e Ha az (a,) konvergens sorozat és lim
tovabba (b,) korlatos, akkor
lim___(a,- b,) = 0.

a.=0,

N—ooo

e Legyen az (a,) konvergens sorozat é€s ieR.
Ekkor a (A-a,) soroat is konvergens és
”mn—>oo(7‘~'an) = k(limn—man)



7. 8 Végtelen, mint hatarerték

e Az (a,) sorozat a +co-be divergal, ha minden
meR esetén létezik NeN (m-t6l figgd)
kiszdbindex, hogy a, > m minden n > N-re.

Jele: lim__, a, = +c0.

e Az (an) sorozat a -oo-be divergal, ha minden keR
esetén létezik NeN (k-tol fliggd) kiiszobindex,
hogy a, < k minden n > N-re.

Jele: lim a

1500 -00,

n—



Példak divergens sorozatokra

e A természetes szamok 1, 2, 3, ... , n, ...
sorozata a végtelenbe divergal.

e A2 4, 8, ... 2", ... sorozat a vegtelenbe
divergal.

e A-2, -4, -6, ..., -2n, .... sorozat a minusz
vegtelenbe divergal.



7. 8 Tetelek - Végtelen, mint hataréerték

e Ha az (a,) sorozat minden eleme pozitiv €s
lim_,_a.,=0, akkor

N—>o0

1
lim — =
n—>oq,

e Ha az (a,) sorozat minden eleme negativ és
lim_,_a,=0, akkor

N—00

.1
lim —=—o0
n—og,



7. 9 Nevezetes hatarertekek

>, hae>=1,
(1) lim ¢"=<¢ 1, hac=1,

T—
0, ha 0 < c<1;
o, hag>0, ge R,
(2) lim n?=< 1, haqg=0,
T—

0, hag<0,qgecR;

(3) lim {/e=1, hac>0;

N — 0

(4) lim {/n=1:

T— T



7. 9 Nevezetes hatarertekek

1
(5) llm (l—l— ) = €]
llm (1 ) —
(7) llI‘ﬂ( )

(8) Ha az (r,) sorozat olyan, hogy |r,| > 1 és 11111 |r”| = +0o0, akkor

1 (Y
lim (1 + —) — €.
L— 00 Tn

M| =



Példa — sorozatok hatarérték-szamitasa

. ~3n°-2n+3 h 2n+2
" n°+3n+3 " 3n%=3n+3
¢ = —2n’ +2 7 )
" 31" -3n+3 " 302 13043

n 2n—1
en=(1+éj f :(1_£j
n " 3n



Hatarértek-szamitas - segédlet

Sorozat alakja Megjegyzés

A legmagasabb fokszamu tag egydtitthatdjanak

1.) polinom :
)p elojele szerint +«

2.) polinom/polinom

A legnagyobb fokszamu tagok egyititthatdinak

szamlalo fsz = nevezo fsz |, .,
hanyadosa

szamlalo fsz < nevezo fsz | A hatarérték nulla

A hatarérték a legmagasabb fokszamu tagok

szamlalo fsz > nevezo fSz | .. (rimy eno 2
elojeletol fliggoen +w




Hatarértek-szamitas - segédlet

Sorozat alakja

Megjegyzés

3.) exponencialis kifejezést tartalmazo

Nevezetes hatarérték

4.) gyokos kifejezést tartalmazo

Tortté alakitjuk

5.) gyok kifejezés /gyok kifejezés

Meg kell vizsgalni, hogy a szamlaloban és
a nevezoben milyen a gyokkitevo

A.) Ha azonos: kdzos gyok ala vonjuk dket

B.) Ha kiilonb6z06, akkor a szamlaldban és a
nevezdben is az n-nek annyiadik hatvanyat
emeljik ki, amennyi az adott gyokkitevo




Hatarérték-szamitas - segédlet

Sorozat alakja Megjegyzés

6.) (1+1/n)" alaku
kifejezés

Nevezetes hatarérték




Koszonom a figyelmet!



