SOROZATOK JELLEMZESE, SOROZATOK HATARERTEKE

1 Ellenorzo kérdések

Definialja a sorozat fogalmat!

Hogyan lehet megadni egy sorozatot?

Hogyan lehet a sorozatokat szemléltetni?

Milyen miiveleteket értelmezhetiink két sorozat kdzott?

Mikor mondjuk, hogy egy sorozat monoton, ill. korlatos?

Mit értiink egy sorozat pontos alsoé ill. pontos felsé korlatjan?
Mit értiink egy sorozat maximuman, ill. minimuman?

Mikor mondjuk, hogy egy sorozat hatarértéke az A valds szam?
Mikor mondjuk, hogy egy sorozat co-be ill. -co-be tart?

. Milyen kapcsolat van a sorozatok konvergenciaja és korlatossaga kozott?
megfordithatd-e ez a tétel?
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11. Milyen kapcsolat van a sorozatok monotonitdsa, korlatossaga és konvergenciéja
kozott? Megfordithatok-e ezek az allitdsok?

12. Mit tud két konvergens sorozat 6sszegérdl, szorzatarol és hanyadosarol?
13.Ha (an) és (by) konvergens sorozat, akkor mit allithatunk az (a,+bp) sorozat

crer
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15. Adjon meg sorozatokra vonatkozdan nevezetes hatarértékeket.
16. Dontse el, hogy az alabbi allitasok koziil melyek igazak, ill. hamisak.

a. Egy sorozat maximuma és minimuma mindig létezik, supremuma ill.
infimuma azonban nem.

Azt mondjuk, hogy egy sorozat divergens, ha nem konvergens.
A hatarérték mindig egyértelmii.

Minden konvergens sorozat korlatos.

Ha egy sorozat korlatos, akkor konvergens is.

Az a,= (-1)" sorozat korlatos és konvergens, hatarértéke az 1.
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h. Konvergens sorozat skalarszorosanak a hatarértékei a sorozat hatarértékének a
skalarszorosa.

i. Ha egy szamtani sorozat differenciaja kisebb mint 0, akkor a sorozat
szigorian monoton ndvekvo.

2 Példak

1. Vizsgaljamegaz a, =

-2 3 e ot
és b, = sorozatok monotonitasat és korlatossagat.
5-10n 2n-1

Megoldas:

(1) Allitsuk eld az a,, —a, kiilonbséget.

n+



SOROZATOK JELLEMZESE, SOROZATOK HATARERTEKE

_9(n+)-2 5S5n-2  5n+3  5n-2 _

a . ,—a, = = — =
™" 5-.10(n+1) 5-10n -5-10n 5-10n
_ (51 +3)(5-10n) - (5n-2)(-5-10n) 5 _5 20
(-5-10n)(5-10n) —(B5+10n)(5-10n) +
Ez a kifejezés minden neN esetén pozitiv, azaz a sorozat szigorlan monoton
novekedd.
Mivel a, = SN-2 __Sn-2 <0, ezért az egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy a

" 5-1on  10n-5
sorozat egyik fels6 korlatja a 0. A sorozat elsé eleme a, = =3 a sorozat egy lehetséges

also korlatja, mivel a sorozat monoton névekedo; azaz a sorozat korlatos is.

(2) Most allitsuk elé a b, , —b, kiilonbséget. Ekkor

o __ 3 3 3 3 _
" 2n+D)-1 2n-1 2n+1 2n-1

_3(2n-1)-3(2n+1) -6 -6

@n+D)@2n-1)  (n+D)@n-1) +

n+el

A kifejezés minden ne N esetén negativ, azaz a sorozat szigorian monoton csdkkend.

Mivel b, = >0 minden neN esetén, a sorozat egyik als6 korlatja a 0. A

2n-1
sorozat monoton csokkend, tehat egy lehetséges felsd korlatja a sorozat elsé eleme
(b; = 3), azaz a by, sorozat korlatos.

. , 2n+4 . s
2. Bizonyitsa be, hogy a ¢, = sorozat konvergens és hatarértéke 2.

n+1
Megoldas:
A konvergencia definicidja szerint a |Cn — 2| < ¢ egyenldtlenségnek kell teljesiilni egy N
kiiszobindext6l ~ kezdve. Legyen &=10"=01. Ekkor a 2n +14 -2/< %
n+

egyenlOtlenségnek kell fennalnia az N kiiszobindextdl kezdve.
2n+4 | |2n+4-2n-2| 2 1
n+1 | n+1 | n+1 10’

-2

azaz
20 < n + 1, vagyis
19<n.

Tehat €=10" =01 és N = 19 kiiszobindex esetén |Cn —2| < ¢ teljesiil minden n > N

esetén. Legyen az € > 0 tetsz6legesen kicsi szam. Ekkor
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2n+4 2
-2/ =——<g,
n+1 n+1
g<n+1,
e
z—1< n.
e

Tehat N = [g} —1 valasztas minden € > 0 esetén megfeleld lesz.
€

3. Vizsgalja meg, hogy hanyadik tagtol kezdve esnek a b, = 2n hl 31 sorozat elemei a
n —

hatarérték € =10"° sugaru kornyezetébe!

Megoldas:

Mivel limb, = %, igy meg kell hatdroznunk a sorozatnak azt a tagjat, mely mar az % -

nek az & =107° sugart kdrnyezetébe esik.
n+3 1| |2n+6-2n+1 7
2n-1 2| | 2(2n-1) | 2(2n-1)’

Ha ez az eltérés valamely n-re Kisebb, mint 107 = 10160 , akkor a megfelel tag az %-

7 1

nek az £=10" sugarad kornyezetében van. Meg kell oldani a ———— . <—
2(2n-1) 10
egyenlOtlenséget. ’

Az egyenl6tlenség megoldasa n > 1 750. Igy tehat az 1 751-edik tag az els6 olyan tag,

amely mar a hataréket ezrednyi pontossaggal kozeliti meg.

. 3n?-9n+5 e
4. Hatarozza meg az a, = ————— sorozat hatarértékét!

n*+2n-1
Megoldas:
Osszuk végig a szamlalot és a nevezdt a nevezdben 1évd legnagyobb fokszdmu taggal,
jelen esetben n’-tel.
3—g+£% Hm3—ng+ﬁm£;

3n?-9n+5

lim ﬁ =lim 2 r:l|_ = n—® n%"og n%oorl .
n—oo _ N—so0 ] - -
noren 1+——=—  liml+lim——lim—
n n n—co neoon n*)oon
Mivel lim3=3 és lim1=1, illetve
N—> n—»
im 2 .1 , g 2 1 _
Iim==9-lim==9-0=0 és Ilm_zz'llm_:Z'O:O,Valam“’]t
n—wo N n—wo [ o no

lim iz = lim 1 lim 1 =0-0=0, és ez utdbbibal adodik, hogy

n—o n n—co N n->wo N

.5 , o .
!'El oz =0, igy a hatarértékre kapjuk, hogy
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2n-1
5. Hatérozzuk megaz f, = (1 — 3—) sorozat hatarértékét.

n
Megoldas:
= an —%-(Zn—l)
2
2n-1
Iim(l—il = lim 1—i
n—w n n—w BJ
2
Mivel ) '
3n
2 2
. 1 B (-1 a1
AILT; 1 | - 1+ E e = o
2 2
ezért csak a kitevd hatarértékét kell megvizsgalni.
4_2
lim -2 (2n—1)= lim 2" =2 _ jjm —n _4
n—w 3N n->» 3 n>o 3 3
igy
2n-1 4
. 2 1y 1 1
lim1-— == == .
el 3n e o 3fe?
3 Gyakorlo feladatok

3.1 Sorozatok megadasa, szemléltetése
1. Adja meg az alabbi sorozat n -edik elemét és szemléltesse a sorozatot!

9 11

3§1
4771071377

2. Irja fel az alabbi, rekurziv képlettel definialt sorozatok elsé négy tagjat és a 10. tagot!

a
a) a,=10ésa, = "5_1 han>?2

a,_1 — 4,

> han>2

b) a,=1,a,=2¢ésa, =

3. Hatarozza meg a kdvetkez6 sorozatok altalanos tagjat!

a) (1,3,57.9,..)
b) (1;—0,5;0,01;—0,00L....
¢) (1,0,1,0,1,0,1,...)
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3.2 Sorozatok jellemzése

1. Jellemezze az aldbbi sorozatokat monotonitas, korlatossag, szélséérték és hatarérték

szempontjabol!
3 4 2 1

ap =-2+— b, =5—— Ch=—-2n"+1 dy=—%+3
n n n n n n 2

2n+3 2n? -1 n+1 n—1
n= fn= 8n = hn:

n+1 3n? 41 n n+2
. 5n-2 .1+’
ll’l _5_10n ]I‘l _n2+4

3.3 Sorozatok hatarértéke

1. Vizsgilja meg, hogy hanyadik tagtol kezdve esnek a sorozat tagjai a hatarérték 107
sugaru kornyezetébe?

n+2 n+1 n
b

=3, % " on—7 ‘T 1 10m

2. Adja meg az alabbi sorozatok hatarértékét!

2.a.) Polinom
an:3+% a, =100-5n? a, =-3n°+6
a,=-5+3n

2.b.) Polinom / Polinom

2n +3n+1 5n —2n+3 2n2 —3n+5
bp=——— Ch=——— a,=——
3n3 _5n+2 -3n+8 -n+3
n n-1 2n% —3n
a,=—— a,=—-— a,=—>—
n+1 n+2 n-+1
4n® +5n% +6n+7 81n° —8n° —12n° +3 nd—1
a, = a. = a. =
1= 9n? =270 430 " 9—1Tn? 430 -9 " (n+1)?
2n® -4 5n% -2 —4n® +6
A =— 3 7 a, = aQ=—73 =
5n° —2n 3n+1 5n° —2n
2.c.) Exponencidlis kifejezést tartalmazo
] 3n+1_1 2n+1 -1
a, =2 a,=——— a, =
3 1+2"
2}’!
Cln = »
2" +1
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2.d.) Gyokos kifejezést tartalmazd

Kn =v5n2-2-n

a, :(\/n+ —\/;)
a, =v9n*+2n-1-3n

2.¢.) Gyok kifejezés / Gyok kifejezés

Y2n2 —3n+5
3\/n2 +5n+2
Jn? 414 vn
n++2
~ V4n® +2n+100
" Ysn? —6n—10
VEn?+2+42n
" 4n*inon

2.f.) (1+1/n)" alaki kifejezést

hp =

a

3n+3
5n+2\"*
a, =
5n+1
1+3)
a,=|1+—
n
-]
a =|1-—
n 7’12
_(2n+3)"+1
@ = 2n+5
2
_(2n+3)n +l
=\ 21
&)
a,=|—
n

a, =415
a, =vn®+1-n

V2nd +6n-5

In

i‘/n4 +2n° —5n2 +3

Yn® +6n? +3-n?

a. =
" 3n® 1 an—7 +2n?

¥4n? +3n

n+2

n

(143

a,=|1+—

n
2

@ = 2n
_(3n+1)6n+7

=345
_(5}1—3)"_2

=\ 5143

3
a, =4/1+—
n
a, =v5n’+1-n
_%/2n3—5n+\/2n2
N =
%/2n4+3n2—5n
\n® +5n° -8
a, = F——

n

{8}

n’ —4n* +2

vn® +5n?

n—3j"
a, =
n->5
2 n“+1
= 1+—j
@n ( 3n
2
[n2+2j +5
a,=|—
n-+3
an:[2+1J
n
[2n+3j"”
a, =
2n+1



