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TEMATIKA

v Méatrix fogalma, specidlis matrixok.
MUveletek matrixokkal, matrix inverze.
v'A determindans fogalma és tulajdonsagai.
v Linedris egyenletrendszerek és megoldasi

modszereik.
v Egyenletrendszerek megolddsa Gauss-
eliminacioval, a Cramer szabaly.



TEMATIKA

v Vektorterek, linearis kombinacid, linedris
fuggetlenseg, generatorrendszer, bazis, rang,
kompatibilitas fogalma.

v Elemi bazistranszformacid.

v’ A bazistranszformacio és alkalmazasai: linearis
fuggdseg, rang, kompatibilitas meghatarozasa,
linearis egyenletrendszerek megoldasa, matrix
invertalasa.

v Linearis leképzések. Az n-dimenzids Euklideszi tér
fogalma. Tobbvaltozos fuggvenyek. Szélséertek,
hatarérték, folytonossag, parcialis derivalt fogalma.




TEMATIKA

v Tobbvaltozds fuggvények feltétel nélkuli és feltételes
szélsbeértéke.

v’ Kombinatorika. Permutacio, variaciok és
kombinaciok. Binomialis tétel.

v Eseményalgebra. Valdszinlség fogalma, alaptételei.
Klasszikus valoszin(segszamitas. Geometriai
valoszin(seg.

v Feltételes valdszin(iség, teljes valdszinliség tétele,
Bayes-tetel.

v’ Valdszinlségi valtozdk és jellemzbik. Varhato érték és
szoras, valoszin(segeloszlas, eloszlas- és
sUrlsegfuggvény. Korrelacio.
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TARTALOMIJEGYZEK

1.) A matrix fogalma

2.) A matrix transzponaltja

3.) Specialis matrixok

4.) Miveletek matrixokkal

Matrixok 6sszeadasa

Matrixok skalarral valo szorzasa
Matrixok linearis kombinacioja
Matrix szorzasa matrixszal

5.) Matrixok inverze




MIERT FONTOSAK A MATRIXOK?

A gyakorlatban nap mint nap sok szamadattal kell
dolgoznunk. Az attekinthet8seg kedvéert ezeket az
adatokat célszerd tablazatba rendezni.
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MIERT FONTOSAK A MATRIXOK?

2 2 3 5 0
1 28 20
5 5 3 0 0
1 4 3 2 3,

Lényeges, hogy melyik szam melyik helyen all!



MATRIX DEFINICIOJA

Helyezzink el n x m elemet egy olyan téglalap

77 77

alakd tablazatba, amelynek ,n” sora és ,m
oszlopa van; az i-edik sor és a j-edik oszlop kdzos
elemet jeloljuk a;-vel; a tablazat elemeit szogletes
vagy kerek zarojellel foglaljuk egybe. Az igy
szerkesztett tablazatot matrixnak nevezzik:

/011 dip - . alm\

a1 4y . . Oym
A= :(aij)

\dn1 AGn2 - - Apm)



MATRIX DEFINICIOJA

/011 2 alm\
g1 Gy . . Oym
A= .m = (GU‘)
\anl Y . . Upm Y,

1. Az 3 elem esetén az i indexet (i=1,...,n) sorindexnek, a j
indexet (j=1,...,m) oszlopindexnek nevezzUk.

2. Ha azt is fel akarjuk tdntetni, hogy a matrixnak ,n” sora és ,m”
oszlopa van, azt igy tesszuk: A_ .= (3

ij)nxm

3. A matrix elemei lehetnek valos szamok, fuggvények, vektorok,
ha mast nem mondunk a tovabbiakban olyan matrixokrél
beszéliink, amelynek az elemei valds szamok.



PELDA - MATRIX

Tekintsiink egy aruhazi lancot, melynek 4 lzlete van: By, B,
B;, B,. Mindegyikben nyolc kiilénb6z6 joszagot arulnak: Vy, V5,
Vs ... Vg. JelOlje az a; a V; joszagbol a B; uzletben valamely
honapban eladott mennyiség értéket. A fenti adatokat egy 8x4-
es matrixba rendezhetjuk:

d, d, d3 3y
a'21 a22 a23 a'24

a81 a82 a83 a‘84
A 8 sor 8 joszagnak felel meg és a 4 oszlop a 4 Uzletnek. Ha

példaul a,;=225, akkor ez azt jelenti, hogy a harmadik

Uzletben a hetedik joszagbodl az eladasok értéke a széban forgd
honapban 225 egység volt.



MATRIX TRANSZPONALTIA

Ha a’ (011 012 . . alm\
A g1 Gy . . Uym
\dn1 AGp2 - - Opm)

matrix sorait és oszlopait felcseréljuk egymassal, az
A matrix transzponaltjat kapjuk amit AT-vel (vagy A™-

gal) jelollnk:
(G117 Gy . . Opy)

AT = dip Gy . . Qp

\d9m 9om - - Apm)



SPECIALIS MATRIX — KVADRATIKUS MATRIX

Kvadratikus vagy négyzetes matrix: ahol a sorok
szama megegyezik az oszlopok szamaval:

- FOATLO
MELLEKATLO



SPECIALIS MATRIX — DIAGONALMATRIX

Diagonal- vagy atlésmatrix az olyan kvadratikus
matrix, amelynek csak a fdatlojaban van O0O-tol
kilonbdzo elem.

/011 0 0 \
0 dry ... 0

\ 0 0 Gnn)



SPECIALIS MATRIX — EGYSEGMATRIX

Egységmatrix: az a diagonalmatrix, amelynek a
foatlojaban minden eleme 1.

1 0 .. 0)
O 1 .. O

\0 0 .. 1)



SPECIALIS MATRIX — HAROMSZOGMATRIX

Az olyan négyzetes matrixot, amelynek a féatlodja

alatt vagy felett csupa O all felsd, ill. also
haromszogmatrixnak nevezzuk.
T&@1~ 1o~ G137 G4
N
- 0 \0{2 dr3 dyy
0 0™q3 o3
N
0 0 0 >
\ %l /Iall\ \O 0

~
D=|021 a2~ \0
931 032 _033V,




SPECIALIS MATRIX — NULLMATRIX

Az olyan matrixot, melynek minden eleme O
zérusmatrixnak, vagy nullmatrixnak nevezzuk.

‘0 0 0 0
0 00O
Opim=[0 0 0 0
0 00O
0 0 0 O,




SPECIALIS MATRIX — OSZLOPMATRIX

Oszlopmatrix (oszlopvektor): az olyan matrix,
amelynek egyetlen oszlopa van.

\In



SPECIALIS MATRIX — SORMATRIX

Sormatrix (sorvektor): az olyan matrix, amelynek
egyetlen sora van.

Bixm=(b1 by . . bp)=b



MUVELETEK MATRIXOKKAL

Eddig a matrixokat téglalap alaku tablazatoknak
tekintettik, amelyek pl. informaciok tarolasara
alkalmasak. A matrixok bevezetésének igazi
motivacioja azonban az, hogy olyan hasznos
szabalyok  vannak a  veluk  kapcsolatos
mUveletekre, melyek (bizonyos meértékig) mar
megfelelnek a mar ismert algebrai szabalyoknak.




DEFINICIO

1.Két matrix azonos tipusud, ha mindkettd n x
m-es, vagyis mindkettében ugyanannyi sor
és ugyanannyi oszlop van.

2.Két matrix pontosan akkor egyenld

egymassal, ha azonos tipustuak és a
megfelel6 helyeken allo elemek rendre
megegyeznek.



MATRIXOK OSSZEADASA

Az 0Osszeadas

muUvelete

csak azonos

matrixok korében értelmezett.

Az A, =
Cnxm_(cu)

elemeére:

( IJ) ES anm
matrixot

tipusu

(b;;) matrixok Osszegen azt a

ertjuk,

melynek

=1,...,n;J=1,...,m

minden



MATRIX OSSZEADAS TULAJDONSAGAI

1.Minden A, B azonos tipusu matrix esetén A+ B =B
+ A azaz kommutativ.

2. Minden A, B, C azonos tipusu matrix esetén:
(A+B)+C=A+(B+C), azaz asszociativ.

3. Minden A matrix esetén: A+ O = A, ahol O az A-
val megegyez0 tipusu nullmatrix.

4. Minden A matrix esetén letezik (-A)-val jeldlt A-val
azonos tipusy matrix ugy, hogy A + (-A) = O.



MATRIX SZORZASA SKALARRAL

Legyen A, ,=(a;) matrix és A € R adott. A A-A
matrixon azt a B, = (b;) matrixot ertjuk,
amelynek minden elemeére:




SKALARRAL VALO SZORZAS TULAJDONSAGAI

1.Minden A matrix és AeR esetén: A-A = A-A

2.Minden A matrix és A, ueR esetén
(A-p) A=A (pn-A)

3. Minden A, B matrix és A, ueR esetén:
(A+u)A=A-A+u-AésA(A+B) = A-A+ A-B

4. Minden A matrix esetén 1-A = A

5. Minden A matrix eseten 0 - A = O, ahol O
ugyanolyan tipusu nullmatrix, mint A.



MATRIXOK LINEARIS KOMBINACIOJA

Ha az A, A,, ..., A azonos tipusu matrixokat rendre
megszorozzuk a k,, k,, ... ,k, valos szamokkal es a
szorzatokat 6sszeadjuk, akkor az igy kapott

kK- A+ k- A+ +k A =L

matrixot az adott matrixok linearis kombinacidjanak
nevezzUk.



MATRIX SZORZASA MATRIXSZAL

Az n x m tipusu A = (a;) €s az m x p tipusu B = (b))
matrixok A - B szorzatan azt az n x p tipusu C
matrixot ertjuk, melynek minden c; elemére:

Cij =di1- b1j+alz b2/+ .+ 0jpy - b mj — Za/k bkj

aholi=12,..,nés j=12,..,p

Megjegyzes: Az A = (a;) matrixnak a B = (b;) matrixszal valé A-B
szorzatat csak akkor értelmezzUik, ha az A matrixnak ugyanannyi
oszlopa van, mint ahany sora a B matrixnak.



PELDA - MATRIX SZORZASA MATRIXSZAL

Végezzuk el az alabbi matrixok szorzatat:

(1 2)
Azo , 320—1
= es —

-1 2 0 5 2

0 2



MATRIX SZORZAS TULAJDONSAGAI

1.Van olyan A és B matrix, hogy A - B és B- A is
elvégezhet, de A - B # B - A, vagyis nhem
kommutativ.

2.Minden A, B és C matrix eseten, amikor a
mUveletek elvégezheték: (A+B)-C=A-C+B-C
ésA-(B+C)=A-B+A-C, azaz disztributiv.

3.Minden olyan A matrixra és E egységmatrixra,
ahol a szorzasok elvegezhetbek: A-E=E-A=A.

4. Minden olyan A matrix és O nullmatrix esetén,
ahol a szorzas elvegezhetd, teljestl, hogy
A-O=0és0-A=0.



PELDA

Az els§ evben 3 ceg: A, B és C részesedései egy
joszag piacan rendre 20%, 60% es 20%. A masodik
évben ez a kdvetkez8képpen valtozik:

e A fogyasztonak 85%-a nala marad, 5%-a B-hez, es 10%
C-hez kerul

e B fogyasztoinak 55%-a nala marad, 10%-a A-hoz, és
35%-aC-hez kerdl

e C fogyasztoinak 85%-a nala marad, 10%-a A-hoz, és 5%-
a B-hez kerdl



MATRIX INVERZE

Az A (n x n)-es matrix inverze az az Al-gyel jelolt
(n x n)-es matrix, amelyre:

A-Al=Al.A=E

Nem minden kvadratikus matrixnak van inverze!



PELDA - MATRIX INVERZE

Hatarozzuk meg az alabbi matrixok inverzeét:

<o




MATEMATIKA 1.

KOSZONOM A FIGYELMET!



